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INTRODUCCION

Actualmente, la formacién de profesores es un objeto emergente en la inves-
tigacién educativa, de manera particular la formacién de profesores para
la ensefianza de las matemiticas ha sido un objeto de estudio recurrente en los
tltimos afios. Diferentes perspectivas tedricas destacan la necesidad de otorgar
una formacién adecuada a los profesores, en especial aluden al alcance y los
efectos de los saberes del profesor respecto de la calidad de los aprendizajes de
los estudiantes; por esta razén, no son pocos los estudios de alcance nacional e
internacional sobre el bajo rendimiento escolar en matemiticas que han ligado
dicho aprovechamiento con la formacién del profesorado.

En el caso de México, la formacién de profesores en las escuelas normales
ha experimentado una serie de recurrentes reformas; en nuestros dias, como
ya es costumbre, se ubica en un proceso de reforma con la idea de brindar una
mejor preparacién académica a los estudiantes.! En las propuestas implemen-
tadas en 2012 se asume que los estudiantes requieren del conocimiento disci-
plinar, el manejo adecuado de los planes de estudio de la educacién bisica y la
comprensién de los enfoques de ensefianza que les permitan generar ambientes
de aprendizaje mediante la creacién o adaptacién de estrategias de ensefianza,
aprendizaje y evaluacién.

En el caso especifico de la formacién para la ensefianza de las matematicas,
los cursos incluidos en el Plan de Estudios 2012 de la Licenciatura en Educacién
Primaria para las escuelas normales de México fueron: Aritmética: su aprendizaje y
ensenianzad, A lgebra: su aprendizaje y ensefianza, Geometria: su aprendizaje y ensefianza
y Procesamiento de Informacién Estadistica. Estos cursos se corresponden con los ejes
planteados para la Educacién Primaria: Sentido numérico y pensamiento algebraico;
Forma, espacio y medida y Manejo de la informacién. A partir de esta organizacién
curricular se pretende consolidar el dominio de lo disciplinar y lo pedagégico.

1. En el momento que conclujamos este texto, en México se esperaban los nuevos planes y programas de
estudio para las escuelas normales, especificamente los que darian contenido a la llamada «Nueva Escuela
Mexicana»r.



En lo que corresponde a la asignatura Aritmética: su aprendizaje y enseiianza,
(contexto en el que se realizé la presente investigacién), el Programa de estu-
dios establece el logro de competencias como: distinguir las caracteristicas tanto
tedricas como metodoldgicas para la ensefianza de la aritmética; identificar los
principales obsticulos que se presentan en la ensefianza y el aprendizaje de la
aritmética en la escuela primaria y; relacionar los saberes aritméticos formales
con los contenidos del eje sentido numérico y pensamiento algebraico de este
nivel educativo (SEP, 2012a).

Por otra parte, como se asume que la proporcionalidad constituye la tran-
sicién entre sentido numérico y pensamiento algebraico y entre escuela prima-
ria y secundaria, seleccionamos el concepto de proporcionalidad como objeto
matemdtico para esta investigacién. Es importante sefialar que en su trayecto
formativo los estudiantes normalistas requieren disefiar, aplicar y evaluar situa-
ciones diddcticas para la escuela primaria lo que les demanda una cierta com-
prensidn tanto matemética como didictica de la proporcionalidad.

La investigacion se centrd en la formulacion, la caracterizacién y el anilisis
de pricticas de formacién ligadas al tratamiento de la proporcionalidad, espe-
cificamente en la formacién inicial de profesores para la escuela primaria en
México, la pregunta de la que se partié tiene que ver con analizar ;qué efectos
sobre la formacidn de los estudiantes tienen ciertas tareas matematicas y diddc-
ticas especialmente disefiadas para tal proposito?

Si bien el actual enfoque curricular al parecer antepone la formacién pe-
dagdgica a la diddctica, la pregunta planteada se verd contextualizada desde
la perspectiva didictica cuyo principio fundamental asume que no es posible
desligar un contenido matemitico (la proporcionalidad) del estudio de lo
didactico.

PUNTUALIZACIONES SOBRE EL CAMPO DE ESTUDIO

Recientemente, la mayoria de los estudios sobre formacién inicial de pro-
fesores en México se ha centrado en la reflexién de identidades, en el hacer
docente, en el anilisis del capital cultural, la construccién de un sujeto social
en la formacién inicial de profesores, el desarrollo de competencias docen-
tes y en el uso de tecnologias como herramientas para la formacién (Minor,
2013; Herndndez, 2013; Rodriguez, Pifia y Soto, 2013; Celis, Pérez y To-
rres, 2013). Aunque también aparecen otros estudios, menos numerosos, que
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analizan las reformas en las Escuelas Normales y sus retos en términos de
formacién, actualizacién y capacitacion (Atriano, Benitez y Ramirez, 2013 y
Martinez, Perea y Pifia, 2013).

En lo tocante al campo de la Educacién Matematica, los estudios sobre la
proporcionalidad y la formacién de profesores se han realizado en otros paises,
principalmente en Espafia y Francia. La proporcionalidad ha sido objeto de nu-
merosas investigaciones sobre las dificultades, los procedimientos y las estrate-
gias de resolucion que utilizan los alumnos de educacién basica al trabajar con el
concepto de proporcionalidad (Vergnaud, Riccé y Rouchier, 1979; Pluvinage
y Dupuis, 1981 y Sokona, 1989 en Ruiz, 2007). Sin embargo, los trabajos que
abordan la problemitica del profesor o aspirante a profesor son escasos (Pezzard,
1985; Thompson y Thompson, 1996; Klemer y Peled, 1998; Comin, 2002y Lo,
2004 en Ruiz, 2007).

En una etapa mis reciente se pueden encontrar estudios relacionados con
la formacién de profesores de Matemaiticas desde la perspectiva de la Teoria
Antropolégica de lo Didictico (en adelante TAD), este periodo se caracteriza
por un cierto alejamiento de las pricticas dulicas para centrarse en el enfoque
antropolégico que fue inaugurado por Chevallard (1999) y que se habia mani-
festado ya en las primeras teorizaciones asociadas a la Transposicién Didictica
(Chevallard, 1998a).

Desde esta perspectiva, Bosch (1994) muestra que las técnicas y los objetos
no ostensivos se tornan sensibles a los complejos de ostensivos manipulados y
con ello se pone en evidencia la necesidad de integrar el papel que tienen los
instrumentos ostensivos en la creacién y desarrollo de técnicas matemiticas.
Por su parte, Bolea, Bosch y Gascén (2001) proponen un modelo de Algebra
Elemental como un instrumento para la actividad matematica al culminar con
la modelizacién algebraica y, sefialan que el uso de este instrumento (el Alge—
bra) modifica la naturaleza de las Organizaciones Matemitico-Didécticas. Esta
reconstruccioén les permite identificar las restricciones que afectan al proceso
de algebrizacién en las matemiticas escolares. Otros estudios de Bosch (1994)
y Garcia (2005) sefialan que la escasa comprensién de la proporcionalidad por
parte de los estudiantes se debe a la homogeneidad de las propuestas cldsicas para
su ensefianza que centran el estudio en dmbitos numéricos separados de las re-
laciones funcionales donde la proporcionalidad puede fungir como herramienta
para la solucién de situaciones problemiticas, y por el otro, a que los elementos
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praxeoldgicos respecto a la proporcionalidad directa, inversa y compuesta son
estudiados de modo aislado y con un bajo nivel de algebrizacién.

El avance de la TAD ha permitido el disefio de dispositivos de ensefianza
denominados Recorridos de Estudio e Investigacion (REI), un estudio donde se
pone a prueba un REI para la proporcionalidad es el de Garcia (2005), el cual se
centra en la proporcionalidad y las relaciones funcionales que se proponen en la
Educacién Secundaria Obligatoria en Espafia.

El disefio de dispositivos para la formacién de profesores es todavia una
linea de investigacion incipiente, sin embargo, en el marco de la TAD se ha
experimentado que los REI pueden ser un dispositivo efectivo para la forma-
cién, contexto en el cual se les nombra Recorridos de Estudio e Investigacion para
la formacidn de profesores (REI-FP).

PUNTUALIZACIONES SOBRE LA PERSPECTIVA TEORICA

La nocién fundamental de la TAD es la de organizacioén praxeoldgica o sim-
plemente praxeologia. En esta perspectiva, cualquier actividad humana puede
representarse mediante un modelo dnico que puede resumirse en la palabra
praxeologia (Chevallard, 1999). Una praxeologia u organizacién praxeolégica
se modeliza mediante un esquema de cuatro componentes, los dos primeros se
corresponden con el nivel de lo prictico, los otros dos con el nivel del logos,
del saber. Los cuatro componentes de una praxeologia son: a) la tarea a resolver;
b) la técnica que resuelve la tarea; c) la tecnologia o el discurso que explica y
justifica la técnica y; d) la teorfa o el discurso que justifica a la tecnologia. En el
caso de la actividad del profesor siempre estarian articuladas praxeologias mate-
miticas (OM) y praxeologias didicticas (OD).

Ahora bien, si se habla de una organizacién matemética (OM) y una orga-
nizacién didéctica (OD), se podria decir que en la primera se incluyen tipos de
tareas, técnicas, tecnologias y teorfas ligadas al objeto matematico, por su parte
en la OD se consideran esos mismos elementos praxeoldgicos referidos al estu-
dio de la praxeologia matemitica.

En lo que toca a la formacién de profesores la cuestion fundamental es iden-
tificar las praxeologias o el «equipamiento praxeolégico» que requiere un profe-
sor (ODEM) para desarrollar una ensefianza adecuada o para ayudar a otro sujeto
a estudiar el objeto matematico. Respecto de las praxeologias diddcticas que re-
quiere el profesor, Ruiz y Garcia (2007) sefialan que deben permitir la construc-
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cién de los saberes para poder reconstruirlos en el medio escolar, razén por la
que requieren funcionar desde la institucién formadora de docentes, es decir:

Una ODEM puede ser deconstruida en términos de tareas problemiticas de for-
macién (TEM), para las que se disefian técnicas diddcticas de formacién (tpMm),
justificadas por tecnologias y teorfas diddcticas de formacién (OpM y (OFM). Asi, a
través de los correspondientes procesos de estudio, los maestros en formacién cons-
truyen tanto saberes matemiticos (praxeologias matematicas: [T, Tm, Om, ©ml)

como posibles formas de organizar su estudio en el medio escolar (praxeologias

didécticas: [Td, 1d, 8d, @d]). (p. 197)

Se puede decir entonces que los estudiantes normalistas viven dos procesos de
formacion: la reconstruccién de las praxeologias asociadas a la proporcionalidad
y la construccién de saberes didicticos. En términos curriculares, la asociacién
de estos dos procesos resulta imprescindible si de formar para la ensefianza se
trata, esta situacion hace necesario entonces el disefio y la experimentacion de
un REI-FP que permita conjuntar ambos procesos:

FMM_d: Formacién MATEMATICO-didéctica: genera procesos de estudio que
permiten la construccién de praxeologias matematicas OMEP,

FM,-D: Formacién matematico-DIDACTICA: desarrolla una actividad de estu-
dio que conduce a la generacién de todo un dominio de praxeologias didicticas
ODEP que permiten la «reconstruccion» de estos saberes matematicos en la escuela
primaria (Ruiz y Garcia, 2007, p. 199-200).

Como se puede observar, los procesos enunciados se correlacionan. Para que
un estudiante normalista se desempefie eficientemente en las aulas de la escuela
primaria, no basta el dominio conceptual de la proporcionalidad o el disefio de
estrategias didacticas, en la formacién ambos procesos se apoyan y fortalecen
a partir de las praxeologias que los cohesionan. Esta situacién se hace presente
desde su formacién en las escuelas normales con el estudio de nociones matem4-
ticas y su ensefianza en la escuela primaria donde se enfrentan al planteamiento
de situaciones que le dan sentido al saber matemitico.

El estudio de las praxeologias matemiticas ha sido integrado por Chevallard
en los REI que pueden funcionar como dispositivo didéctico para romper la
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atomizacién de las matemdticas que se ensefian en las instituciones. La funcién
articuladora de los REI deriva de su capacidad para permitir que la modeliza-
cién matemitica viva en los actuales sistemas de ensefianza (Barquero, Bosch y
Gascon, 2007a, 2007b, en Bosch y Gascén, 2007). En el caso de la formacién de
profesores y considerando las necesidades de los profesores, Ruiz (2015) propo-
ne el disefio de los REI-FP, articulados con los REI para organizar las praxeolo-
gias matemdticas por ensefiar.

Bajo esta mirada nos propusimos identificar las praxeologias de formacién
que se construyen en las escuelas normales a partir de la experimentacién de un
REI-FP respecto a la proporcionalidad.

Desde esta perspectiva la investigacién se enfocd en el disefio, la imple-
mentacion y la evaluacion de secuencias de ensefianza tedricamente fundamen-
tadas como REI-FP asociadas al campo de la proporcionalidad en la formacién
inicial de profesores con el propésito de provocar la aparicién de determinados
fenémenos didicticos, como el desarrollo de tareas de variacién proporcional
directa, indirecta y compuesta.

El estudio se llevd a cabo con un grupo de ocho estudiantes de octavo
semestre de la Licenciatura en Educacién Primaria de la Benemérita Escue-
la Normal Manuel Avila Camacho, en la ciudad de Zacatecas. Todos tenian
como tema de titulacion algtin aspecto ligado a las matematicas y previamente
habian cursado ya las asignaturas correspondientes a esta drea, su aprendizaje
y su ensefianza. Analizamos la actividad de los profesores en formacién en dos
contextos, en un primer momento en la escuela normal como estudiantes de
matematicas y en la escuela primaria como profesores «en acto». En el primer
momento analizamos la actividad de los ocho profesores en formacién, pero, en
un segundo momento revisamos la actividad sélo de dos de los ocho profesores
en formacion, de aquellos que realizaban sus practicas profesionales en un grupo
de sexto grado donde se aborda formalmente la proporcionalidad.

La experimentacién del REI-FP se desarrollé a lo largo de seis meses con
sesiones grupales e individuales de tres horas por semana, durante este tiempo
los profesores en formacién se encontraban cumpliendo con una jornada inten-
siva de préctica en la que s6lo asistian a la Escuela Normal un dfa por semana, la
distribucién del tiempo de la experimentacién del REI-FP se vio determinada
por las caracteristicas propias de cada uno de sus médulos.

El Médulo uno. M,: «Vivir un REI», se centré en la perspectiva de la
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organizacién clésica de la proporcionalidad como Modelo Epistemolégico
de Referencia. Los sujetos se colocaron en posicién del «aprendiz de mate-
miticas» al, resolver, cuestionar y validar la construccién y relaciones de la
proporcionalidad con otras nociones a partir de ciertas tareas planteadas. La
intencién era que el alumno se enfrentara a una tarea matemitica en la que
utilizara técnicas que paulatinamente transitaran de la organizacién cldsica a
la organizacién funcional. Se planteé un REI denominado «El Petréleo»,? en
el que tuvieron necesidad de la modelizacién matemitica, se analizé la reso-
lucién de la tarea, la formulacién de la técnica y la validacién de la misma en
un proceso colectivo.

En el Médulo dos. M,: «Analizar el REI», el anilisis se centr6 en las carac-
teristicas del REI trabajado en el médulo uno vy se focalizé en las dimensiones
matematicas y didacticas. En el Médulo tres. M: «Disefiar un REI», se abordé el
disefio y/o adaptacioén de un REI para los alumnos de sexto grado de la escuela
primaria, los profesores en formacidn se enfrentaron a varias tareas didacticas,
la primera consistié en buscar materiales para disefiar un plan de clase, en la
segunda tarea revisaron el Modelo Didéctico de Referencia (la Teorfa de las
Situaciones Didécticas) y, una vez realizado el anlisis de manera individual,
adaptaron el REI para desarrollarlo en la escuela primaria. Finalmente, duran-
te el Médulo cuatro. M : «Gestionar y experimentar un RED> dos profesores en
formacién experimentaron con grupos de sexto grado el REI disefiado. Los
resultados de las acciones metodoldgicas descritas dan contenido al presente
documento que se desglosa a lo largo de siete capitulos.

En el primer capitulo se describe el sustento teérico con el cual se funda-
menta el estudio, las nociones propias de la Teoria Antropolégica de lo Di-
dictico, especialmente se reflexiona sobre el significado de las organizaciones
praxeoldgicas y la orientacién que la vincula con la formacién de profesores.

El segundo capitulo hace un recorrido por la organizacién clisica de la
proporcionalidad, desde una perspectiva aritmética hasta el analisis de la mode-
lizacién funcional, lo que permite observar la evolucién praxeolégica de dicha
nocién a partir de un Modelo Epistemolégico de Referencia (MER).

El tercer capitulo muestra el «anilisis ecolégico» de la institucién, es decir
se revisa la manera en la que se incluye la proporcionalidad en los programas de

2. El REI estd basado en una propuesta de trabajo de la Dra. Darly Alina K Eudn. Docente de la Unidad
Académica de Matematicas de la Universidad Auténoma de Zacatecas.
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estudio de la Escuela Normal y las posibles restricciones para su aplicacién en la
escuela primaria.

En el cuarto capitulo se analiza lo que pas6 durante el primer médulo del
REI-FP, se muestran las técnicas empleadas por los profesores en formacion en
la solucién de diversos tipos de tareas relacionadas con la proporcionalidad. El
quinto capitulo integra el anilisis sobre la experiencia de vivir un REI y las per-
cepciones acerca de su ensefianza. En el sexto capitulo se muestra coémo estruc-
turan un REI matemitico para un grupo de sexto grado de la escuela primaria
y los tipos de tareas didacticas que ponen en juego para dirigir el proceso de
estudio de la proporcionalidad. En el séptimo capitulo se analiza la experimen-
tacion que realizaron los profesores en formacion, especialmente los momentos
didécticos desarrollados y las dificultades mds relevantes para gestionarlos. Por
tltimo, el apartado de las conclusiones incluye algunos argumentos que inten-
tan responder a las preguntas y objetivos de investigacién planteados.
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I. DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS
Y FORMACION DE PROFESORES

Dada la compleja relacién entre didictica y formacion de profesores, se re-
quiere reconstruir las nociones producidas en el campo de la didactica para
comprender dicha relacién. Una primera accién en este sentido es la caracteri-
zacién de ese objeto-campo! de estudio llamado didéctica de las matemiticas.
Para comprender la naturaleza de la didéctica de las matemiticas es necesario
separar este término de los significados que tradicionalmente se le han asigna-
do. Como lo sefiala Artigue (1995), la mayoria de las acepciones con las que
se asocia a la didictica aluden a métodos de ensefianza, técnicas, pedagogias o
simplemente al arte de ensefiar. A diferencia de estas acepciones, actualmente
se piensa a la «didactica de las matemiticas» como un campo de estudio que en
Francia inicia su desarrollo en los afios 60’s? y como todo campo de estudio,
resulta dificil acotarlo en una definicién, sin embargo en lo que sigue hemos de
entender que la didactica de las matemiticas es:

La ciencia que se interesa por la produccién y la comunicacién de conocimientos
matemiticos [...] estudia la forma en que los conocimientos son creados, comuni-
cados y empleados para la satisfaccion de las necesidades de los hombres que viven
en sociedad, y ms particularmente:

Por una parte, de las operaciones esenciales de la difusién de conocimien-
tos, las condiciones de su existencia y su difusion y las transformaciones que esa
difusion produce, también sobre los conocimientos que son utilizados y por otra,
las instituciones y las actividades que tienen por objeto facilitar esas operaciones

(Brousseau en Portugais, 1995, p. 28).

1. Lo designamos como objeto-campo en la medida que es en esencia un campo de estudio, pero al mismo
tiempo es parte del objeto del estudio que aqui se analiza.

2. En esta tradicion did4ctica se inscribe nuestro trabajo. La decisién de asumir como referente a la di-
dictica francesa de las matemiticas no es arbitraria, puesto que su influencia es evidente en las propuestas
dedicadas a la escuela primaria y a la formacién de profesores en México.
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En correspondencia con esta definicién, se han producido nociones en dos ver-
tientes: sobre la ensefianza y el aprendizaje que explican los fenémenos inheren-
tes a la transmisidn del saber matematico y nociones surgidas de la experimenta-
cién de dispositivos (ingenierfas de ciertos conceptos matematicos particulares)
que buscan el mejoramiento del sistema de ensefianza.’ Las primeras han sido
utilizadas para analizar los procesos de produccién, difusién y transmisién del
conocimiento matemdtico, las segundas son un conjunto de ingenierias que
intentan articular a la investigacién con la ensefianza. Sin embargo, a pesar
de los saberes producidos en la didictica de las matemiticas, la relacién entre
saber didactico y formacién de profesores es todavia un objeto de estudio que
precisa de varias preguntas y respuestas. Por ejemplo, la manera en que el saber
didactico debe incluirse en la formacién de profesores es una cuestién sin una
respuesta clara, sobre el respecto existen varias posturas cuyos principios bésicos
se analizan en los apartados siguientes.

1.1. ¢{TRANSPOSICION DE LOS SABERES DIDACTICOS?

El problema de la relacién entre didictica y transposicién* ha sido subrayada por
muiltiples autores, por ejemplo, Brousseau (2000) sefiala que la profesionaliza-
cién del profesor ha dependido de numerosos conocimientos venidos de dife-
rentes campos del conocimiento, lo que ha generado, sefiala, una saturacién de
conocimientos de referencia que terminan por desalentar a los educadores que
buscan referentes cientificos para su prictica. Ante esta situacion, el profesor
que busca mejorar la ensefianza necesita articular los diversos conocimientos de
referencia, tarea que no es ficil si se piensa en las diferentes posturas epistemo-
l6gicas desde las cuales se construyeron.

Frente a este problema, Brousseau afirma que la didictica proporciona a los
profesores una ciencia integradora que permite la construccién de una cultura
comun basada en las reflexiones sobre la experiencia adquirida y sobre los re-
sultados en la investigacion cientifica, pero no obstante las ventajas, en opinién
de Brousseau (2000), el problema persiste porque no existe una transposicién
W Chevallard (1994, p. 313) sefiala que «los didactas de las matemdticas, han elaborado,
tratindose de la clase, de lo que se realiza (analisis didictico), y de lo que se podria realizar (ingenierfa
didéctica), un cuerpo de conocimientos sélido, fundado sobre un pequefio nimero de conceptos bien
distribuidos».

4. La Transposicién Did4ctica alude al proceso donde todo saber sufre una serie de deformaciones que lo

convierten de un saber sabio (surgido de la investigacién), en un saber a ensefiar, esto es, en un conoci-
miento apto para ser ensefiado (Chevallard, 1994).
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didactica’® para al saber didactico porque se tiene que «transponer» un alto volu-
men de saberes didécticos dispersos y fragmentados y ademas, sefiala, los saberes
didacticos crecen més riapido que el tiempo que dura la formacidén y mas de prisa
que la jerarquizacién vy sintesis que de ellos se puede realizar.

Sin esta transposicion, la comprensién y utilizacién de los resultados de la
investigacion precisa de conocimientos sobre un gran niimero de temas y sélo
un ndmero reducido de maestros los poseen. Transmitir esos saberes didicticos
en los procesos de formacién inicial es una tarea que enfrenta multiples dificul-
tades, por esta razén Brousseau (2000) plantea como alternativa la promocién
de una «didéctica para principiante» que garantice un comportamiento profe-
sional minimo, pero que a la vez contenga elementos teéricos que preparen a
los maestros para la utilizacién mds refinada de los saberes mds avanzados de la
did4ctica.s

1.1.1. Las dificultades de la transposicidn

A pesar de que la inclusién del saber didéctico ha sido planteada en términos
de la transposicion, existen posturas que niegan esta posibilidad, por ejemplo
Kuzniak (1994) asume que no es posible considerar la transmisién de los saberes
ligados a la ensefianza de las matematicas como un caso particular de la trans-
posicién didactica, en su opinidn, la dificultad se manifiesta cuando se pregunta
sobre la existencia de un «verdadero» saber profesional de los profesores, para él,
existen dos respuestas a esta cuestion que permiten dudar sobre la pertinencia de
«transponer» el saber diddctico. La primera corresponde al nivel de la noosfera
educativa y se distingue por negar la existencia de dicho saber puesto que en
este dmbito se asume que el dominio del saber matemitico basta para desarrollar
una buena ensefianza. La segunda acepta la existencia del saber profesional de
los profesores, pero considera que es un objeto con esencia propia que no se
puede reducir a las leyes de la didictica de las matematicas.”

5. Con estos términos Brousseau alude a la ausencia de investigaciones sobre el papel del saber didictico
en la formacién, ya que una transposicién diddctica pertinente para estos saberes tendrfa que constituirse
con diversos andlisis, uno de ellos se relacionarfa con las condiciones en que este saber puede «vivir» en
las aulas.

6. Cabe aclarar que en la perspectiva de Brousseau, éste es apenas uno de los problemas de la relacién entre
didéctica y formacién. Una discusién mds amplia sobre esta problemitica es abordada por este autor en La
Teoria de las Situaciones Didacticas (Brousseau, 1998; cap. 6)

7. En coherencia con la segunda respuesta, Contreras y Carrillo (2000; 1-2) sefialan que «aprender

a ensefiar matemidticas no es una consecuencia inmediata del estudio del conocimiento propio de
la Didéctica de las Matemiticas...», en su perspectiva, al conocimiento sobre la didéctica habria que
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Por otra parte, seflala Kuzniak (1994), si se quisiera ver esta transmision
como un caso més de la transposiciéon didactica, deberia pensarse en un for-
mador que bajo la l6gica de la transposicién intenta definir lo que hace falta
retener del saber sabio (generado en el seno de las diversas escuelas de did4ctica)
y reflexionar sobre la forma de transponerlo, accién que requiere dos condicio-
nes necesarias pero inexistentes: que la didictica toma en cuenta todo eso que
constituye al acto de ensefianza y que su desarrollo sea suficiente para permitir
un trabajo de transposicién rico e indiscutible. Para Kuzniak (1994), éstas son
condiciones inexistentes porque olvidan dos elementos consustanciales al acto
de ensefar: los saberes «pedagdgicos» sobre la prictica y los conocimientos em-
piricos sobre la ensefianza que han construido los formadores sin considerar los
aportes de la didictica.®

Una postura similar a la de Kuzniak es la de Tanguy (1995) quien postula
la imposibilidad de una transposicién diddctica para los saberes profesionales, en
opinién de Tanguy la imposibilidad deriva de la inexistencia de un saber profe-
sional «sabio» y la ausencia de una transcripcidn de ese saber en el seno de una
institucién con fines de transmisién. Aunque Tanguy acepta la existencia de un
saber «sabio» en las matemiticas, indica que los saberes profesionales no tienen
un estatus de legitimidad, es decir, no estin considerados como saberes escolares.

En este mismo sentido, Tanguy (1995) considera que no se puede estable-
cer una relacién directa entre los saberes matematicos y profesionales porque se
omite la especificidad de los saberes profesionales y su irreductibilidad a saberes
cientificos o técnicos. Para esta autora, los saberes profesionales no se reducen a
una simple aplicacién de saberes técnicos, dado que configuran un corpus més o
menos coherente apegado a eso que llamamos disciplina, mientras que los pro-
cesos de formacién no tienen determinados claramente los saberes «a ensefiar»
porque los diferentes agentes que intervienen en su seleccién y organizacién no
comparten puntos de vista para organizar la transformacién de saberes profesio-
nales en objetos de ensefianza. Ademis, sefiala, la ensefianza profesional olvida
algunos eslabones propios de la transposicién, por ejemplo, no hay un estado
«sabio» del saber profesional, tampoco manuales que objetiven la estandariza-
cién de dicho saber o asociaciones que favorezcan su difusion.
afiadir uno més con su especificidad propia, que ellos distinguen como un conocimiento de carécter
profesional.

8. Esta posicién es compartida por Huraux-Masselot (2000), quien considera que los problemas de la
formacién en didictica no pueden ser abordados desde un punto de vista estrictamente didictico.
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Las perspectivas de Tanguy y Kuzniak sirven como punto de partida para
discutir las condiciones necesarias de una posible transposicién didictica del
saber didictico y a la formacién de profesores como un objeto de estudio de la
didictica. Desde las posturas de Tanguy y Kuzniak existen tres cuestiones que
impiden asumir esta relacién: la inexistencia y legitimidad de un saber didéc-
tico «sabio», la especificidad e irreductibilidad de dichos saberes vy, la ausencia
de eslabones necesarios para la cadena transpositiva. Para discutir la existencia
de tales condiciones, en lo que sigue se analizard la postura de Chevallard sobre
la formacién de profesores, ésta cobra un especial interés porque es Chevallard
quien incluy6 la nocién de transposicién didéctica y es también un formador
de profesores.

1.1.2. Laformacio’n, un objeto de la teoria antropolégica de lo diddctico

A decir de Chevallard (2001), las escuelas para alumnos y para profesores son
escuelas «normales» porque crean y difunden normas, es decir, modos de pensar
y de actuar. En el primer caso, son normas para la vida (entre ellas normas ma-
temdticas), en el segundo son normas para la ensefianza. Empero, las normas no
son simplemente practicas ni sélo un «aber hacer», lo que difunden estas escue-
las son praxeologias u organizaciones praxeolégicas porque en esas practicas se
incluye lo que cominmente se conoce como «saber» (Chevallard, 2001).

Para ilustrar la relacién entre «saber» y «saber hacer» dentro de una praxeo-
logia, Chevallard utiliza el sistema [T /1 /0 /O], los dos primeros simbolos alu-
den al bloque técnico-prictico o al «saber hacer» que se compone de un cierto
tipo de tareas (T) y una técnica (1) que permite resolver ese tipo de tareas. Los
dos altimos representan al bloque tecnolégico-tedrico o al «saber, éste se com-
pone de los discursos tecnolégicos (0) que justifican las técnicas utilizadas y los
discursos tedricos (©) que dan sentido a las tareas planteadas. Siguiendo la idea
de Chevallard, puede decirse que las escuelas para alumnos crean y difunden
praxeologias matemiticas (entre otras) mientras que las escuelas para profesores
difunden praxeologias didacticas.’

Ahora bien, cuando la sociedad debe elegir las praxeologias que deben di-
fundirse en unas y otras escuelas recurre a instituciones especializadas politica

9. Para designar a las praxeologias matemiticas, Chevallard utiliza los términos praxeologia, organiza-
cién praxeoldgica matemdtica, organizacién matemdtica o las siglas OM, lo mismo hace para designar a
las praxeologias did4cticas.
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o cientificamente. La did4ctica es una de las instituciones a las que se recurre
cuando se trata de praxeologias diddcticas relacionadas con una praxeologia ma-
temAtica. Por esta razdn, sefiala Chevallard, el buen funcionamiento de esta
configuracién institucional debe estar a cargo de «la didictica», tanto en el te-
rreno del desarrollo como el de la investigacién, en otros términos, la didictica
debe enfrentarse con los problemas de la formacién de los alumnos y de los
profesores.'?

En sintesis, la didictica debe estudiar los problemas didicticos especificos
del campo de las praxeologias matemiticas (OM) o del de las praxeologias di-
dicticas (OD) porque los dos tipos de praxeologia estin siempre ligados, es
decir existe un «isomorfismo» didictico-matematico, una determinacién reci-
proca entre las praxeologias matemiticas y las didacticas, en otras palabras, una
praxeologia didéctica no puede elaborarse o difundirse si no se toman en cuenta
las restricciones que le impone cierta praxeologia matemitica.

Por otra parte, este proceso transpositivo determina una «ecologia» que
condiciona lo que podri producirse en la clase, condiciona la posibilidad de
crear, de ciertas maneras, ciertas respuestas a ciertas cuestiones y dicha «ecolo-
gia» depende también de alumnos y profesores, dado que la construccién de una
jerarquia adecuada debe tomar en cuenta lo que los alumnos pueden recibir y lo
que los profesores pueden aceptar hacer en un entorno social dado.

Para Chevallard, la formacién de profesores es un desarrollo «ocal» que
forma parte del desarrollo global de una praxeologia y como su referente es
una praxeologia matemaitica, estd determinado por el «isomorfismo» matem4-
tico-didéctico, por esta razén la formacién de profesores no puede estudiarse
sin tomar en cuenta la OM de referencia dado que reducir la praxeologia del
profesor a un componente pedagdgico, significa olvidar los niveles de codeter-
minacién dado que:

Un principio fundador de las didacticas, al menos en el sentido Brousseauniano de
la palabra, es que no sélo lo transmitido depende de la herramienta con la que se
pretende conseguir su transmisién, sino al revés que las organizaciones «transmiso-

ras», es decir, didacticas, se configuran de una manera estrechamente vinculada a la
10. Esta idea es compartida por Portugais (1995, pp. 9-12), para él, los contenidos didicticos también estin
sujetos a fenémenos did4cticos, por esta razén los estudia desde una perspectiva llamada «Didactificacién

de la didictica» cuyo postulado fundamental tiene que ver con pensar que los fenémenos de la formacién
de profesores pueden y deben ser objetos de estudio de la did4ctica.
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estructura dada a lo que hay que transmitir. En otros términos, las organizaciones
didicticas, las OD, dependen fuertemente de las organizaciones por ensefiar las

OM, si se trata de organizaciones matemiticas (Chevallard, 2001, p. 3).

En sintesis, la formacién de profesores en tanto desarrollo praxeolégico «lo-
cal> es un objeto de estudio de la didictica de las matemdticas que, segtin sea
el nivel de jerarquia, tendrd diferentes determinaciones, también es un objeto
susceptible de analizarse mediante la nocién de transposicién didictica dado
que el estudio o desarrollo de una organizacién praxeoldgica didéctica no pue-
de considerarse como un conjunto de saberes con esencias distintas, cuando se
designa a un saber, sefiala Chevallard (2001), se designa a toda una organizacién
praxeoldgica y aun cuando los elementos de dicha organizacién sean de distinta
naturaleza, constituyen aquello que se designa como «saber».

En cuanto a la legitimidad del saber didictico y la existencia de los eslabo-
nes necesarios para la cadena transpositiva, es necesario remitirse al postulado
fundamental de la teoria antropolégica de lo didactico, en él se dice que:

toda accidn procede de una praxeologia admitiendo que esta praxeologia pueda
estar en curso de elaboracién, o también que su construccidn se haya detenido
—puede estar definitivamente, a la escala de una vida humana o institucional-, con-
gelada en un estado de incompletud o en un estado de desigual desarrollo, con, por
ejemplo, una técnica apenas esbozada, una tecnologia incierta, una teorfa inexis-
tente (...) si toda accién regularmente cumplida resulta de la puesta en obra de una
cierta praxeologia [T/t1/6/0], y si es necesario reconocer en esta praxeologia la
presencia de un «saber» [0 / ©], entonces, se debe concluir que toda accién procede
de un saber... (Chevallard, 1997a, pp.6-7).

Como se puede observar, la perspectiva antropolégica no admite la existencia
de acciones totalmente empiricas, «la «simple prictica» — que no es jamds, como
se ha sugerido, simple prictica- no permite aprender todo eso que serfa ttil»
Chevallard (1997a, p. 13), atin los gestos mds humildes'' son acciones que deri-
van de los saberes incluidos en una praxeologia, sin importar que apenas esté en

11. En estos casos, Chevallard utiliza el término «gesto» en su sentido mas amplio, no como un movi-
miento corporal o facial sino como accién que se orienta hacia el cumplimiento o hacia la «gestién» de
una tarea.
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curso de elaboracién o en estado de incompletud. En este sentido, las acciones
de formacién derivan de las organizaciones praxeoldgicas que se encuentran en
desarrollo en el seno de la did4ctica de las matemiticas.

De manera que atin «si no es posible caracterizar los saberes de una manera
intrinseca entre las praxeologias, es posible siempre precisar algunos de los ras-
gos que se acuerdan para su reconocimiento» (Chevallard, 1997a, p. 7). Entre
esos rasgos, estd el hecho de que el bloque tecnoldgico tedrico debe aparecer
como poseedor de una generatividad que permita estructurar técnicas, justifi-
caciones y explicaciones relativas a un conjunto amplio y diverso de tareas y no
como una creacién oportunista que justifica tal o cual bloque prictico técnico.

Ademis, debe considerarse la existencia de una «dignidad epistemoldgica»,
esto es, del reconocimiento social y cultural, aunque sea incierto, de que de-
terminada praxeologia tiene posibilidades de explicar y desarrollar un dominio
especifico de la realidad. En este caso, existe la posibilidad de que las praxeo-
logias estudiadas en la diddctica de las matematicas expliquen la formacion de
profesores, de ahi que se considere la existencia de un saber que se ha generado
en el interior de la diddctica de las matemiticas'? con cierto status de legitimidad
o con cierta «dignidad epistemoldgicar. Si se acepta la «dignidad epistemol6gi-
ca», puede aceptarse a la didictica de las matematicas como una institucién con
fines de transmision, que intenta construir una transposicién del saber didictico
y puede aceptarse también que ese saber ha sido objetivado en los manuales que
sobre la formacién de profesores se han generado en las diferentes instancias de
esta institucion. Esta tltima consideracién marca la existencia de los eslabones
necesarios para la transposicion del saber didéctico: un saber con cierta «dig-
nidad epistemoldgica», una institucién con fines de transposicién y un saber
objetivado a través de un conjunto de operaciones.'

Sin embargo, para esclarecer la trayectoria de dicha transposicion, es ne-
cesario analizar las formas que toma dicho saber o los tipos de tareas que le son
consustanciales, en otras palabras, es necesario analizar los componentes, los di-
ferentes saberes y los tipos de tareas que, en opinién de la institucion didéctica,
Wtemolégica» se refiere al estatus de legitimidad que social y culturalmente se le re-
conoce a una praxeologia que explora y da cuenta de un dominio especifico de la realidad. Los saberes
didécticos serfan un ejemplo de una praxeologia que busca desde tiempo atris el reconocimiento de su
«dignidad epistemoldgicar.

13. Los numerosos documentos producidos al interior de los Institutos Universitarios de Formacién de

Maestros (IUFM) en los que se plantean diversas actividades para la formacién constituirfan la objetiva-
cién del saber didéctico —de referencia- para la transposicion.
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constituirfan ese saber mds general que podriamos llamar «saber diddctico» u
organizacién praxeoldgica didictica de los profesores. En los siguientes aparta-
dos se intentara realizar tal anilisis, no sin antes aclarar que al contrario de lo que
piensa Tanguy (1995), toda seleccion de saberes implica una cierta discusion,
precisamente las diferentes posturas que se analizardn son un ejemplo de tal
discusion, lo que parece ser una condicién natural del 4mbito noosférico. Espe-
cificamente, analizaremos las llamadas por Bosch y Gascén (2002), «aproxima-
cién cognitiva» y «aproximacion epistemoldgica» para tratar de identificar los
saberes, conocimientos o praxeologias'* que deben caracterizar a un profesor.

1.2. PERSPECTIVAS SOBRE LA RELACION ENTRE

DIDACTICA Y FORMACION DE PROFESORES
La formacién de profesores es un problema que puede abordarse desde dos 6p-
ticas no siempre complementarias. La primera centrada en el perfil del profesor
se plantea las cuestiones: «;Qué conocimientos son necesarios (o por lo menos
atiles) para que los profesores puedan ensefiar matemiticas de forma efectiva? y
¢qué se puede hacer para ayudar a los profesores a que construyan o adquieran
estos conocimientos?» (Bosch y Gascén, 2009, p. 91).

La segunda se centra en cuestiones como: ;Cuil es el equipamiento praxeo-
16gico necesario (o por lo menos ttil) para que los profesores puedan ensefiar
matemiticas de manera efectiva? y ;qué se puede hacer para ayudar a que los
profesores dispongan de él? Esta postura, derivada de la TAD, estudia la pro-
blemitica de la formacién reflexionando sobre la manera cémo evolucionan las
tareas y técnicas que el profesor puede llevar a cabo para la ensefianza y explora
también los discursos tedricos que emplean los profesores para dar explicacion a
las praxis que se ponen en juego en una actividad matemitica.

1.2.1. Los conocimientos y el pensamiento del profesor. La «aproximacidn cognitiva»

El nacimiento del programa cognitivo se vio influido por los trabajos de Bauer-
sfeld y Skowronek (1976) quienes explicitaron la necesidad de construir una
teoria del aprendizaje matemitico en lugar de basarse en una teoria del aprendi-
zaje general, se caracteriza por establecer un modelo cognitivo del sujeto con-
me saber y conocimiento no es un asunto resuelto, como se puede ver en Carrillo (et
al, 1998), la discusién sobre la distincion entre ambos términos es una polémica viva y si afiadimos a esta

dupla la nocién de praxeologia el asunto se torna mis complejo, por esta razén en este capitulo hemos
decidido respetar el uso de los términos que hacen los autores aludidos en cada caso.
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siderando al aprendizaje como un proceso psicocognitivo. Sus primeros analisis
giraban en torno a la nocién de aprendizaje significativo y a la heuristica po-
sitiva,’® ademds proponian el estudio empirico de los errores de los alumnos.
De forma posterior, este enfoque evoluciona y formula un aprendizaje especi-
ficamente matemitico, con ello se modificé su nicleo y su heuristica (Garcia,
2005). Este programa presupone que todo fenémeno asociado a la ensefianza
y al aprendizaje de las matemiticas deriva de los fenémenos cognitivos, por lo
que su objeto de investigacién se circunscribié a la actividad cognitiva de los
sujetos, inicialmente con los alumnos y posteriormente con los profesores.

A partir de estos principios el programa cognitivo desarrolla varios estu-
dios sobre las concepciones de los alumnos, de los profesores y las pricticas de
ensefianza, priorizando siempre la explicacién del aprendizaje con relacién al
comportamiento del alumno en clase (Bosch y Gascén, 2002). En términos de
la formacién de profesores, hay dos caracteristicas esenciales que se postulan en
este modelo:

a) Se toma como problemitica did4ctica una ampliacién bastante limitada
de la problemaitica espontinea del profesor. Esto significa que recoge,
reformula, amplia y sintetiza las cuestiones que constituyen inicial-
mente la problemitica docente del profesor, que acostumbran a estar
muy condicionadas por las ideas dominantes en la cultura escolar.

b) Presenta el saber didictico como un saber técnico, en el sentido de
aplicacién de otros saberes fundamentales importantes de otras disci-
plinas. Esto comporta considerar la didéctica de las matemidticas como
una disciplina mds normativa que explicativa (Gascén, 1998, pp. 3-4).

Al seguir esta idea se puede decir que los conocimientos del profesor de Ma-
temdticas estdn asociados directamente con lo que sabe y piensa y, ademis, las
modificaciones de sus pricticas se encuentran relacionadas con sus concepciones
sobre la matemitica. En correspondencia con estos principios, se consideraron
inicialmente los fenémenos cognitivos para luego relacionarlos con las pricticas
de ensefianza y posteriormente llevarlos a la especificidad del aprendizaje.

15. La heuristica positiva indica las lineas de investigacién, lo que se puede (y se debe) hacer.
Es un conjunto parcialmente articulado de sugerencias o motivaciones sobre cémo cambiar y desarrollar
las «variantes refutables» (Lorenzano, 2010).
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Otra opinién sobre las fases del desarrollo de la «aproximacién cognitiva»
es la de Gémez (2001), quien sefiala que la investigacion sobre el conocimiento
del profesor y su relacién con la ensefianza de las matemiticas ha pasado por
tres fases. En la primera, llamada de la «ensefianza eficiente», se buscaba iden-
tificar las caracteristicas de los buenos profesores con base en las concepciones
de los alumnos. En una segunda fase se trataron de validar los resultados sobre
el aprendizaje por lo que la investigacion se orienté hacia el estudio de la ense-
fianza, para ello se adaptd una estrategia paralela aunque con ciertas variantes,
es decir, se siguid privilegiando el estudio de las concepciones pero se estudia-
ron las concepciones de los profesores acerca de ciertas nociones matematicas
y la relacién de éstas con los modelos que desplegaban en la ensefianza de las
matemiticas, en la tercera fase, «del pensamiento del profesor», se incorporé el
estudio de la ensefianza como una variable mas para explicar los conocimientos
adquiridos por los alumnos.

Ahora bien, si el interés de estos estudios es eminentemente cognitivo, una
pregunta crucial es ;cémo integran a la matemitica en su modelo de investiga-
cién? A decir de Bosch y Gascén (2002) una forma muy esquemitica de expli-
carlo serfa la siguiente: de inicio se toman los fenémenos esencialmente cogni-
tivos en el sentido que lo hacen Fennema y Franke (1992) y Thompson, (1992).
Enseguida se trata de relacionar esta estructura con las practicas de ensefianza,
lo que afiade una dimensién social o pedagdgica a los fenémenos cognitivos y
finalmente, aparece la necesidad de considerar la especificidad del aprendizaje,
lo que aporta una dimensién matemaitica a esos tenémenos. De esta manera
o cognitivo» se amplia con la integracién de <o matemitico». En esta via de
integracion, una linea de investigacion fue la de Shulman (1986), quien al tratar
de responder a la pregunta ;cuil conocimiento es esencial para el profesor?,
introduce la nocién de conocimiento de contenido pedagégico.

1.2.2. Tipos y componentes del conocimiento del profesor
Carrillo, Coriat y Oliveira (1998)'¢ analizan el conocimiento de los profesores

16. La filiacién entre estas posturas y «la aproximacién cognitiva, es asumida por los mismos autores
cuando sefialan «mencionaremos lo que tienen en comin los maestros (...): la actitud hacia su propio
trabajo profesional (conocimiento concreto, signiﬁcados personales, creencias matematicas, su ensefianza
y aprendizaje, imdgenes mentales, preferencias, y mucho més). Colocaremos todo esto dentro de la ex-
presién de Thompson (1992): las concepciones de los maestros» (Carrillo, et al, 1998, p. 3). Sin embargo,
seflalan estos autores, esta eleccién puede estar sujeta a divergencias por parte de los investigadores.

27



tomando como referente los tipos y componentes del conocimiento. En opi-
nién de estos autores, una de las primeras aproximaciones a los tipos de cono-
cimientos es la de Shulman (1986), quien considera tres tipos de conocimiento:
proposicional (de cardcter tedrico o declarativo), de caso (cuando se conoce
una situacién en particular) y estratégico (relacionado con las estrategias que
pueden desarrollarse en un caso o situacién particular). Desde la perspectiva de
los conocimientos de Shulman, Borko y Livingston (Carrillo, et al, 1998) carac-
terizan la interaccién entre tipos y componentes del conocimiento del profesor
y definen al ensefiante experto mediante la conjuncién de cuatro habilidades
cognitivas: razonamiento pedagdgico, conocimiento del contenido pedagdgi-
co, esquema y ejecucién improvisada.

Para ellos, el razonamiento pedagdgico es el proceso de transformar la ma-
teria de conocimiento en formas pedagdgicas adaptadas a los antecedentes del
estudiante; el conocimiento del contenido pedagdgico -a la manera de Shul-
man- es la mezcla de contenidos y pedagogia en una forma comprensible; el
esquema es un conocimiento abstracto que retine informacién de muchos casos
particulares y de su relacién con ellos; y la ejecucién improvisada es la accién
que se desarrolla bajo un guion pero que incluye acciones que «el actor» impro-
visa durante la ensefianza.

En esta primera aproximacion, Carrillo, Coriat y Oliveira (1998) destacan
las tipologias de Simon (1994), quien sostiene que la formacién de los maestros
debe incluir el conocimiento de (sustantivo) y sobre (sintictico) las matemati-
cas;'” la de Farnham-Diggory (1994), quien describe tres modelos que buscan
transformar el conocimiento «novato» en «experto» en los que se permite la
adquisicién de cinco tipos de conocimiento: declarativo, procesual, conceptual,
analdgico y l6gico; y la de Elstgeest, Goffre y Harlen (1993, en Aguayo, 2005),
quienes distinguen cinco nociones unidas al conocimiento del profesor'®: cono-
cimiento social (el conocimiento en general), fisico (de la experiencia directa),

17. La clasificacién de Simon, se basa en la definicién que Ball habia realizado desde 1988, en la cual se
define al conocimiento de las mateméticas como conceptual y procedimental y al conocimiento sobre
las matemdticas como la comprension sobre la naturaleza de la disciplina. El conocimiento conceptual
seflala Ball, es una especie de tejido o red de conocimientos interconectados mientras que el conocimiento
procesual, de acuerdo con Hiebert y Lefevre (en Simon 1993, p. 234) «consiste en el lenguaje formal o
sistema de representacién simbolica de las matematicas y los algoritmos o reglas para completar ciertas
tareas...» Desde esta perspectiva, el conocimiento de las matematicas incluye lo que significa saber y hacer
matematicas.

18. Aunque cabe mencionar que, en la dptica de estos autores, dichas nociones no son tipos ni niveles.
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16gico (relaciones entre conceptos), técnico (precede a las habilidades y destre-
zas) y profesional (que permite emprender nuevas situaciones y dar autonomia).
En esta misma linea, Fennema y Franke (1992) identifican cuatro componentes
del conocimiento del profesor: sobre el contenido, sobre el aprendizaje, sobre la
manera de representar un concepto matemdtico y el pedagégico.

En una segunda aproximacién, mencionan Carrillo, Coriat y Olveira
(1998) Wilson, Shulman y Ritcher (1987) proporcionan un modelo teérico que
sintetiza las posturas presentadas, en éste se establecen tres componentes del
conocimiento del profesor:

*  La materia del conocimiento. El qué y el porqué de los contenidos.

*  El conocimiento del contenido pedagdgico: Se incluyen elementos que ca-
racterizan el estilo del maestro como el conocimiento de la materia,
las creencias, el conocimiento pedagdgico general y el conocimiento
acerca de las metas y los objetivos educativos."

*  El conocimiento curricular. Se incluye el conocimiento acerca de los ma-
teriales alternativos para la ensefianza de una nocién especifica, acerca
de otras materias relacionadas con matematicas y el conocimiento cu-
rricular acerca de las matematicas en cursos anteriores.

En opinién de Carrillo (et al, 1998), las preocupaciones acerca de los diferentes
tipos de conocimientos que debe adquirir un futuro profesor pueden reflejarse
en los tres componentes del modelo anterior, con excepcién de una serie de pre-
ocupaciones que se expresan sobre el conocimiento de él mismo, esto es, ademis
de los conocimientos incluidos en el modelo, consideran que los maestros tam-
bién deben adquirir un conocimiento sobre ellos mismos, sobre sus propias ha-
bilidades para hacer matemiticas y sobre la confianza en sus propias habilidades.

No obstante la sintesis, analizar la formacién de profesores desde esta pers-
pectiva implica una doble problemitica, por un lado existe el problema del
coémo, esto es, en tanto que, los tipos de conocimiento no son pocos y los com-
ponentes de cada tipo son atin mas numerosos, existe una pregunta que no se ha
respondido, si de formar a un futuro profesor se trata, ;cémo se ha de transmitir
errencia el modelo anterior, Bromme (1988, en Carrillo et al, 1998, p. 19), establece
los siguientes elementos para caracterizar el conocimiento del contenido pedagdgico: conocimiento ma-

temitico, curricular, del aula, acerca de lo que aprenden los estudiantes, metaconocimiento (matemiticas
y creencias) acerca de la educacién matemdtica (tedrico y prictico) y pedagdgico (de caricter general).
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o «transponer» cada uno de esos tipos y componentes del conocimiento del pro-
fesor?? Por otra parte, aun considerando que los tipos y los componentes estin
en una relacién de conjuncién, no se esclarece la manera en que se articulan,
sefialar la experiencia como elemento integrador, como lo hacen estos autores,
es trivial por obvio y asumir la conversion del futuro profesor en un «solucio-
nador de problemas en muchas direcciones» (Carrillo, ef al, 1998, p. 37), es otra
respuesta tan general que termina por no decir nada. Sin embargo, es com-
prensible que un texto de sintesis como el que elaboran estos autores, presente
huecos sobre la manera de formar o de la manera en que deberian integrarse los
diferentes tipos y componentes del conocimiento del profesor.

1.3. SABERES O PRAXEOLOGIAS. «LA APROXIMACION EPISTEMOLOGICA»

A decir de Bosch y Gascén (2002) la diferencia fundamental entre «la aproxi-
macién cognitiva» y «la epistemoldgicar, radica en que esta dltima tuvo como
primer objeto de estudio no al alumno ni al maestro, sino al saber, a la actividad
matemitica, su construccion, su desarrollo y su difusién. Al tomar este objeto
de estudio se asumia que,

los conocimientos del alumno, sus actividades de aprendizaje, la prictica ensefiante
del profesor, los procesos cognitivos que acompafian esas actividades y sus practi-
cas, e incluso los procesos de ensefianza-aprendizaje en toda su complejidad, deben
ser considerados como objetos de estudio «secundarios» (lo que no significa que
sean menos importantes), y construidos a partir de la nocién primitiva de actividad

matemdtica... (Bosch y Gascén, 2002, p. 6).

El programa epistemoldgico se integra en una problemidtica mis compleja, la
necesidad de problematizar las situaciones que son la «razén de ser» de los co-
nocimientos matematicos con finalidades didacticas, es decir, el analisis de las
practicas matemiticas institucionales. En este caso la formacién del profesor
juega un papel determinante, pues lejos de analizar los saberes que debe poseer
para desarrollar una buena prictica, se consideran las praxis que pone en juego
ante un saber determinado. Esta situacién:

20. Aunque, en las conclusiones de este evento se dice que dichos componentes del conocimiento deberdn
adquirirse mediante la investigacién accion, el aprendizaje situado y las narrativas, el cardcter general de
esta propuesta termina por ser una respuesta ambigua.
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*  Supone una nueva forma de estudiar los fendmenos didicticos a partir
de la modelizacién del conocimiento matematico ensefiado.

*  Toma la actividad matemitica en si misma como objeto primario de
investigacion.

*  Su ntcleo est constituido por un modelo general de la actividad ma-
temitica (y los correspondientes modelos epistemolégicos especificos
de los diferentes «dmbitos» de la actividad matemitica escolar).

*  Su heuristica positiva esta caracterizada por la emergencia de fenéme-
nos didicticos-matematicos no reducibles a fenémenos psicolégicos,
sociolégicos y lingiiisticos.

*  El modelo didictico considerado y, en particular, lo que se entiende
por ensefiar y aprender matemiticas, se formula a partir de estos térmi-
nos primitivos del modelo epistemolégico de la actividad matematica
(Gascén 2003, en Garcia, 2005, p. 45).

Por esta razén, en sus inicios, algunas teorias incluidas en «la aproximacién epis-
temoldgica»? no estudiaron -al menos explicitamente- el comportamiento del
alumno o el del profesor. Sin embargo, una vez que la ensefianza se comenzé
a estudiar —aunque de manera tardia-, la brecha entre «la aproximacién episte-
moldgica» y la «cognitiva» se profundizd, dado que uno de los primeros aportes
de la teorfa antropoldgica de lo didéctico (la nocién de transposicion didéctica)
puso en evidencia la imposibilidad de interpretar adecuadamente los fenémenos
didécticos, sin tomar en cuenta las diferentes formas de manipulacién social de
un saber (matemitico), por esta razén, desde «la aproximacién epistemoldgica,
el estudio de la actividad matemaitica escolar se integra en una problemitica
mucho mas amplia, en el analisis de las pricticas matemiticas institucionales.
En este sentido, el saber se constituye como eje rector de esta aproximacion
pues considera que, bajo una forma u otra, el modelo epistemoldgico de las
matemiticas incluye un modelo de la construccién, la evolucién y la difusion
de esta actividad y en particular, incluye un modelo de su ensefianza para las
instituciones escolares. Este postulado «consiste en considerar que lo didéctico,
entendido como eso que es relativo a la ensefianza y el aprendizaje escolar de las
Wos autores, la Teoria de las Situaciones Didécticas, la de los Campos Conceptuales,
la de la Dialéctica herramienta-objeto y la Antropolégica de lo Didictico pueden tomarse como «teorias

epistemoldgicas» en tanto que proponen modelos (definiciones, descripciones, etc.) de la actividad mate-
midtica o de los conocimientos que se construyen cuando se hace matematicas.
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matemiticas, integra lo matemdtico y debe ser cuestionado y modelado a partir
de ello» (Bosch y Gascén, 1998, p. 9, en Aguayo, 2005) y permite considerar
que las formas de transmision y difusién escolar de las matemadticas son un obje-
to que debe estudiarse y modelarse con el fin de abordar los problemas relativos
al problema del profesor de matematicas®, pero el abordaje de los problemas del
profesor, lo matemitico (la difusién) y lo diddctico (la transmisién) deben ser
objetos que se estudien de manera conjunta.

No obstante este postulado, dentro de esta aproximacion existen varias for-
mas de pensar la relacién entre lo didictico y la formacién; una que analiza la
articulacion entre lo matemitico, lo pedagégico y lo didictico, otra desde la que
se asume a la Teoria de las Situaciones Did4cticas como referente principal y
una mds basada en la Teoria Antropoldgica de lo Didéctico que articula lo ma-
tematico y lo didactico (en la formacién) a través de la nocién de praxeologia.
En lo que sigue se analizardn las ideas principales de unas y otras con el objetivo
de construir algunos referentes que permitan razonar los procesos de formacion
de los sujetos de este estudio.

1.3.1. La formacidn, entre la pedagogia y la diddctica.
Primeras aproximaciones «epistemolo’gicas»

De acuerdo con Butlen y Peltier, una de las primeras aproximaciones a la forma-
cién de profesores puede caracterizarse como una postura que «... no comparte del
todo el andlisis que consiste en unir matemdtica y diddctica de las matemiticas en
la formacién de maestros de escuela» (1994, p. 6). Dicha aproximacién estd repre-
sentada por los trabajos de Kuzniak (1994), Houdement (1995) y Peltier (1995),
los que, a pesar de perseguir objetivos distintos, toman un punto de partida co-
mun, la existencia de tres saberes para la formacién profesional de los ensefiantes.

e Elsaber teérico
*  Elsaber prictico
*  Elsaber en uso o pedagégico

22. Este problema no es otro que el de ensefiar Matemdticas o el de reconstruir las praxeologifas matemd-
ticas en el aula.

23. Mientras Kuzniak (1994) explora las estrategias de formacién que utilizan los formadores de profeso-
res, Houdement (1995) intenta construir lo que ella denomina un proyecto global de formacién y Peltier
(1995) analiza la evolucién de las tareas planteadas en los exdmenes de reclutamiento de los Institutos
Universitarios de Formacién de Maestros (IUFM).
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A decir de Kuzniak (1994, p. 3), el objetivo de la ensefianza en los centros de
formacion es transmitir un conjunto de saberes y competencias en dos fases: la
primera se relaciona con la teorizacién de la transmisién de contenidos matema-
ticos a los alumnos (la didéctica de las matematicas) y la segunda incluye todos
los conocimientos ttiles al ensefiante.?* De ahi que en su opinién, una pregunta
central sea scudles son los conocimientos minimos que deben incluirse en la for-
macién? Para este autor, un futuro profesor debe conocer lo que aprenden los
nifios, cémo lo aprenden y cé6mo hacer para que aprenda un nifio. No obstante,
esta respuesta genera mds interrogantes: scuil es la naturaleza de los conocimien-
tos sobre la prictica de ensefianza de las matematicas que deben poseer los profe-
sores en formacién?, ;puede decirse que ese es en efecto «un saber profesional»?

Por su parte, Houdement (1995, p. 11) sefiala que «una ensefianza destinada
a los adultos, en vista de enriquecer sus saberes profesionales comporta saberes
de diferentes naturalezas que administran la accidn profesional y la accién pro-
fesional los estructura». Al seguir el anilisis de los saberes ligados a la forma-
ci6n de adultos de Malglaive,” en una primera clasificacién Houdement (1995)
distingue dos tipos de saberes: unos del lado de la teorfa y otros del lado de la
practica. En su opinidn, la teoria busca precisar todos los elementos de la racio-
nalidad y de la conceptualizacién, permiten conocer al objeto y sus modalidades
de transformacién y aunque no estin ligados operatoriamente con la prictica,
permiten ajustar las intervenciones sobre la realidad, prever sus efectos y fijar las
condiciones y los limites de la validez. El efecto de un saber teérico, menciona
Houdement es «hacer conocer» y no el de «<hacer-hacer», no dice lo que se debe
hacer, pero conduce a hacerlo con discernimiento.

En un anilisis mas fino, Houdement caracteriza a los saberes que deberfan
ser parte de la prictica profesional segtin las relaciones que éstos tienen con la
practica, dicha caracterizacién incluye los siguientes saberes:

*  Los saberes tedricos que permiten conocer al objeto y aunque no estin
en relacién directa con la prictica permiten ajustar las intervenciones
sobre la realidad. Son el fundamento de los saberes que regulan la ac-
cién (los saberes procedimentales).

Wcompardda por Houdement (1995, p. 11), para quien, los futuros formados deben
adquirir, conocimientos sobre la matematica y sobre la transmisién de un saber matemético a los nifios.

25. La autora se refiere aquf a la obra de Malglaive (1990, en Aguayo, 2005) Enseigner 4 des adultes. Ed.
PUF, Paris.
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Los saberes procedimentales estin del lado de la prictica y suponen un
conocimiento de la realidad sobre la que opera la accién, representan
los enlaces de operaciones, las reglas y las condiciones que deben res-
petarse para obtener los efectos deseados en la prictica, se organizan
en procedimientos o planes de accién, son abstraidos de la accién y
aparecen de forma escrita en los manuales.

Los saberes pricticos son complementarios a los procedimentales, estin
directamente ligados a la accién y apuntan hacia la eficacia. Por ello no
se encuentran en textos.

Los «saber-hacer» estan constituidos por hdbitos o rutinas y pueden
resumirse en el «oficio» de un experto profesional.

El saber en uso. Los saberes anteriores se alimentan unos a otros y son
elementos del saber en uso, que estd ligado a la maestria en un oficio o
del experto profesional.

En opinién de Houdement, la nocién de saber en uso puede importarse al cam-

po de la formacién de ensefiantes, donde puede nutrirse de los saberes discipli-

narios (matemiticos), diddcticos y pedagégicos. En su perspectiva, didictica y

pedagogia no se oponen, se complementan, por ejemplo la didictica permite

ciertas especializaciones disciplinarias porque se relaciona con los saberes mien-

ras que la pedagogia guarda un cardcter mas general, esto es:
tras que la pedagogia guard t g 1, est

Como existe una didictica, campo de la estructuracién, de la organizacién, de la

gestion de los contenidos, serfa también bueno crear una pedagogia, corpus de sa-

beres pedagdgicos, de conocimientos profesionales surgidos de investigaciones en

ciencias de la educacién sobre la gestién de flujos interactivos de informacién, de la

relacidn interactiva, de las condiciones de aprendizaje, de la situacién pedagdgica

puesta en obra por el ensefiante en clase. Se trataria de desarrollar unos saberes de la
practica (Altet, 1994, en Houdement, 1995, p. 15).%

Houdement ubica a los saberes practicos y pedagdgicos como procedimentales.

Esos saberes sefiala, se enriquecen con la experiencia adquirida en el ejercicio del

oficio y algunos son explicitables e incluso generalizables mientras que los sabe-

26. La obra a la que se hace referencia en esta cita es M. Altet (1994) La formation professionelle des en-
seignants. Collection Pédagogie d’aujourdhui, Editions PUF, Paris.
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res matemdticos son una parte de los saberes tedricos.”” Finalmente, menciona
Houdement, los saberes didécticos son mds bien procedimentales porque requie-
ren del conocimiento de la realidad y se fundan sobre el conocimiento de ella.

Desde una postura similar, Kuzniak (1994) afirma que los conocimientos
que deben adquirir los profesores en formacién son los tedricos (matematicos y
didécticos), los marcados por el saber-hacer y un tercero que sélo la experiencia
puede dar (el pedagdgico). En su opinién, los dos primeros son saberes teéricos
reconocidos de manera institucional y la diferencia fundamental entre el did4cti-
coy el pedagdgico es que el sello distintivo del saber didéctico es su esfuerzo por
la teorizacién mientras que el saber pedagdgico es la reunién compleja y a veces
contradictoria de un saber procedimental (abstraido de la observacién de una
prictica y objetivado en los manuales) y un saber proposicional o declarativo.

El saber pedagdgico se caracteriza por oscilar entre un polo tedrico y otro
cercano a la prictica y al sentido comtin, pero privado de la adaptabilidad de
un modelo tedrico. En el contexto de la formacién de profesores los saberes
proposicionales serian los ejemplos de actividades de clase, es decir, de ingenie-
rias prestas a ser efectuadas, los saberes procedimentales serfan las sugerencias
sobre la ensefianza que aparecen en los manuales escolares (Kuzniak; 1994, p.
13). Una postura similar a la de Kuzniak es la de Peltier (1995) quien, citando a
Altet (1994, en Houdement, 1995) sefiala que junto a los saberes pricticos o de
la experiencia, deben elaborarse ciertos saberes tedricos sobre:

+  Ladisciplina.

*  La cultura ensefiante y el sistema educativo.

*  Los saberes didécticos surgidos de la investigacion en los diferentes
campos didacticos.

*  Los saberes pedagdgicos sobre gestién interactiva en clase, surgidos de
investigaciones sobre los diferentes pardimetros del proceso ensefianza-
aprendizaje.

Enunintento por sintetizar las posturas anteriores, puede decirse con Houdement
y Kuzniak (1996) que existen «... tres niveles de saber, ligados a las matematicas y

27. Sin embargo considera que las matemdticas del profesor deben estar «mds arriba» que los contenidos
de los programas de la escuela elemental y que debe considerarse también aquello que la investigacién en
didéctica ha esclarecido; como el lugar de ciertos conocimientos tradicionales.
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que remiten a diferentes aspectos del oficio de profesor: el saber matemitico, el sa-
ber did4ctico y eso que llamaremos provisionalmente «el tercer saber» (p. 296).2*

No obstante esta clasificacion, existen saberes cuya pertenencia al saber
pedagdgico resulta discutible, por ejemplo el disefio y la experimentacién de
ingenierias es un trabajo que se realiza al interior de la didactica de las matema-
ticas, algo similar ocurre con el proceso interactivo que permite gestionar las
condiciones de aprendizaje, esto es, si hablamos del aprendizaje (y de la ense-
fianza) de un saber matemitico y si consideramos que al interior de la didactica
de las matemadticas existen por lo menos tres corpus tedricos desde los que se
ha explicado la gestién de este proceso,? es discutible la idea de ubicarlos fuera
de los saberes didacticos. Lo mismo puede decirse del estudio de los errores (en
tareas matematicas) o de la estructuracién de escenas de clase para la ensefianza
de las matemiticas.*

Si bien hasta aqui se han caracterizado los saberes para la formacién, una se-
gunda tarea consiste en identificar las formas en las que se pueden «transmitir».
Un aporte valioso en este sentido es la tipologia de estrategias de formacion.
Para Kuzniak (1994) existen dos grupos de estrategias mediante las cuales los
formadores intentan transmitir los saberes de formacién. Las estrategias profe-
sionales que conciben a la formacién como una preparacion profesional para el
oficio de profesor entre las que se incluyen:

*  Las basadas en el mostrar. Mediante la observacién, ponen en contacto
al estudiante con su futuro medio de trabajo, mostrdndoles la prictica
que deberan imitar, es la forma mds natural y antigua de iniciacién a
las pricticas profesionales; y la leccién modelo, su ejemplo mis claro.

*  Las basadas en la homologia. Se fundan sobre un modelo de imitacién,
pero més complejo, se caracterizan por el hecho de que los formadores
ensefian de la misma forma que desean el estudiante lo haga.

28. El «tercer saber» no es otro que el saber pedagégico.

29. En este caso nos referimos al proceso interactivo basado en la distincién de diferentes situaciones (o
dialécticas) diddcticas de la TSD, al proceso para dirigir el estudio que desde la TAD propone seis diferen-
tes momentos y a la dialéctica herramienta-objeto propuesta por Duoady.

30. Sobre este respecto, Brousseau (1994a, pp. 56-57) sefiala que una funcién social de la didactica de las
matemticas es la formacién y que la ensefianza de la diddctica de las matematicas a los profesores debe
ayudar a adquirir conocimientos matemdticos particulares, presentaciones especificas de las matemiticas
que deben ensefiar y conocimientos de las condiciones didacticas para esas ensefianzas. De manera que,
para Brousseau, estos dos tltimos tipos de conocimientos son més bien did4cticos y no pedagdgicos.
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+  Las basadas en la transposicién. Se oponen a las precedentes porque
ponen el acento en el saber didictico como saber de referencia, en
este caso los formadores reflexionan sobre las nociones didécticas que
deben transponer.

Las estrategias no profesionales entre las que se pueden enunciar:

*  Las culturales. Se caracterizan por dar prioridad a la transmisién de un
saber matemdtico sin referencia pedagdgica alguna.’!

*  Las de investigacién aplicativa. Apuntan hacia la formacién para la
investigacion.

*  Las basadas sobre la autonomia. Brindan total autonomia al estudiante
para que busque el conocimiento por diferentes vias.”

1.3.2. Aproximacion basada en la Teoria de las Situaciones Diddcticas
El ejemplo mis ilustrativo de este tipo de aproximacién® es la obra de Portu-
gais (1995), quien basa su estudio en ciertas analogias entre el sistema didactico
(M-A-S) y el sistema de formacién. Portugais considera un sistema de forma-
cién constituido por el formado, el formador y el saber didictico como un caso
particular del sistema did4ctico, en su opinidn, el sistema de formacion estd
sujeto a los mismos fendmenos, regularidades y funcionamientos que la teoria
didictica ha encontrado en el sistema didéctico dado que «...el sistema didictico
stricto sensu (maestro/alumno/saber) no difiere fundamentalmente de un sistema
de formacién teniendo entre otras inalidades la ensefianza de la did4ctica de las
matemiticas» (Portugais, 1995, p. 64).

Bajo esta consideracion, asume que la didactica debe tomar a su cargo lo
31. Para Houdement (1995), las estrategias culturales también pueden considerarse profesionales puesto
que en ocasiones permiten transmitir algunos saberes pedagdgicos ligados a la ensefianza de contenidos
matemticos, esto sucede, sefiala, cuando durante el despliegue de esta estrategia los formadores se dedican
a dar consejos «pedagdgicos» sobre la ensefianza de los contenidos matemdticos.
32. En la éptica de Houdement y Kuzniak (1996), las estrategias de investigacién aplicativa y las basadas
en la autonomia son marginales en la formacién de profesores.
33. En la perspectiva de Houdement y Kuzniak (1996), el trabajo de Portugais se distingue por su pola-
rizacién sobre la tripleta didéctica de formacién, también sefialan otras aproximaciones que se polarizan
sobre algtin tipo de saber, por ejemplo las tesis de Pezard (1985) y Neyret (1995) se polarizan sobre el
saber matemdtico, aunque existen otras que se polarizan sobre algunos componentes del «tercer saber, sin
embargo, en su opinién, éstas tltimas se han realizado (al igual que en México) desde perspectivas psico-

16gicas y sociolégicas. Una excepcién en esta tiltima categoria seria la tesis de Huraux-Masselot (2000),
quien analiza los efectos de una formacién didéctica en las practicas de los profesores en formacién.
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que concierne a su propia ensefianza, por esa razon, analiza las cuestiones re-
lativas a la formacién inicial en la didactica de las matemaéticas tomando como
referente algunos conceptos que la teorfa didéctica ha pensado para el sistema
didictico en el sentido estricto. La ensefianza a partir de problemas, de situa-
ciones, de contratos, de transposiciones, de esquemas, etc., constituyen el en-
tramado conceptual para su estudio. No obstante las similitudes supuestas entre
los dos sistemas, lo relevante son algunos aspectos particulares del sistema de
formacién que este autor plantea respecto de los tipos de conocimientos.

A decir de Portugais (1995), el formado ocupa una doble posicién en el
sistema de formacion, la de futuro profesor y la de alumno. Cuando ocupa el
lugar del alumno, la relacién con el formador estd mediada por la intencién
de aprender a ensefiar, pero cuando juega el rol de ensefiante, la relacién estd
mediada por su intencidn de ensefiar matemiticas. El formado ocupa estas dos
posiciones en un mismo tiempo, es por ello que se habla de la dualidad del pro-
fesor en formacién.

Como sefiala Portugais (1995), esta dualidad tiene sus efectos en el proceso
de formacién, dado que lo que le dice o transmite el formador ser4 reflexionado
y representado por el formado a partir de su posicién de futuro ensefiante, pero sin
poder sustraerse a su posicién de ensefiado. Eso implica que el anilisis y desarrollo
de cualquier proceso de formacién debe tomar en cuenta los dos sistemas donde se
ubica el formado, el sistema didéctico (stricto sensu) y el sistema de formacién.*

La aceptacion de un doble sistema implica aceptar también que existen dos
saberes distintos en la formacién, Portugais sefiala que el saber que se pone en
juego dentro del sistema de formacién no es el saber matemitico y que cuando
se requiere especificar cierto saber didictico sobre las matemdticas, se adquiere
la obligacién de especificar también un determinado saber matemitico, dado
que no se puede analizar, transmitir o aprender un saber didactico sin referencia
especifica a saber matemitico.

Para poner en marcha el sistema de formacion, se debe incorporar un con-
tenido matemitico (saber 1) y un saber didictico (saber 2), sin embargo, la

34. Cuando Portugais menciona al sistema de formacidn, no se refiere al contexto global en el que se de-
sarrolla la formacién de profesores sino a las relaciones entre el formador y el formado que son mediadas
por un determinado saber didéctico.

35. En su estudio, Portugais tiene por objetivo experimentar un dispositivo de formacién, «el saber 1»
son las operaciones aritméticas bdsicas con sus respectivos algoritmos. El «saber 2» son los errores de los
alumnos de escuela elemental.

38



inclusién de estos saberes solo toma en cuenta una de las posiciones del forma-
do, la de alumno. Para tomar en cuenta la posicién de futuro profesor que no es
abarcada por los saberes 1y 2, es necesario hablar de otro saber (de nivel 3) que
alude a los conocimientos que el formado construye a partir de su experiencia,
éstos son distintos a los saberes matemitico y didictico, son un saber de la expe-
riencia que concierne al trabajo didédctico y que integra a los saberes matematico
y didictico en una situacién de ensefianza.

Para Portugais (1995), aceptar la existencia de dos sistemas implica aceptar
que existen dos contratos didécticos distintos; un contrato didactico y un con-
trato de formacidn, se puede suponer que existe un contrato didéctico funcio-
nando en el sistema didactico siricto sensu, en el que el formado ocupa la posi-
ci6n de alumno y se puede suponer que existe un contrato de formacién donde
el formado ocupa la posicién de eventual profesor.

1.3.3. Las praxeologias del profesor

Otra perspectiva desde la que se asume a la formacién de profesores como objeto
de la didactica de las matemdticas estd representada por la Teoria Antropoldgica
de lo Didéctico (TAD). En el seno de ésta Chevallard (1994) asume que la «cla-
se» ha sido el objeto de estudio privilegiado por la didactica de las matematicas
pero que el conjunto de instituciones donde aparece una intencién didactica re-
lativa a lo matemaitico debe ser también un objeto de estudio de esta disciplina,
en su decir, la formacién ha sido un objeto olvidado por los didactas, entre otras
razones porque se ha pensado que la relacién entre formado y matemiticas no
es lo fundamental en la formacién de profesores, sin embargo, afirma, cuando
surge un sistema didactico en la formacién sus relaciones deben ser estudiadas
para establecer leyes de funcionamiento o para crear sistemas diddcticos nue-
vos. Bajo esta logica puede admitirse que en las instituciones donde se forma a
los profesores se instala un sistema didéctico susceptible de ser estudiado por la
didictica de las matematicas. Aunque, como veremos enseguida, el «estudio» es
una nocién que, en la TAD, cobra un sentido particular.

El «estudio» como objeto de la diddctica

Si se considera que una institucién es formadora por su intencionalidad didéc-
tica, es necesario precisar que, desde la TAD, lo didictico siempre remite al
estudio, esto es, «lo diddctico se identifica con el simple hecho de que alguien (x)

39



estudie alguna cosa (o). En otros términos, lo didactico es consustancial al estudio.
Existe lo diddctico porque existe el estudio...» (Chevallard, 1997c, p. 19), un con-
trato didictico por ejemplo, es un contrato relativo al estudio de un objeto que
se realiza a través de diferentes tipos de situaciones didécticas, es por ello que
puede considerarse a la didactica como la ciencia del estudio del objeto.

Si al estudio del objeto (o) se afiade un estudiante (x) que puede ser un
alumno de cualquier nivel escolar o un investigador, se forma el sistema diddc-
tico S (x;0) en el que caben por lo menos dos posibilidades. Cuando X es un
investigador por lo general su objeto de su estudio es una pregunta abierta en
la comunidad «sabia» donde €l se sittia. Una segunda posibilidad es que X sea
un alumno de cualquier nivel escolar, en este caso el objeto de estudio tiende a
presentarse a priori como una «respuesta» previamente elaborada para una cierta
tarea problemitica (Chevallard, 1998b, p. 1). En este segundo caso puede apa-
recer otro elemento del sistema didictico, el director de la investigacién o el
profesor (y). Con la inclusién de este elemento se forma un sistema diddctico de
ayuda, S (x; y;0) en el que Y, en tanto profesor de matemiticas, ayuda al alumno
a estudiar el objeto.

En su funcién de director de estudio, un profesor podré revelarse «adecuado»,
«eficaz» o puede parecer «disfuncional», no por sus caracteristicas individuales,
sino por la formacién objetiva que ha recibido, esto significa que desde la TAD
los profesores no son sujetos de estudio como personas, sino como represen-
tantes de las pricticas institucionales que desarrollan. Puede decirse entonces
que «hay un proceso didéctico (relativo a las matemiticas) cada vez que alguien
estudia matemdticas o cada vez que alguien ayuda a otro u otros a estudiar
matematicas» (Chevallard et al, 1998, p. 57, en Aguayo, 2005) y cuando surge
un sistema didictico en el que se incluye un sujeto, un profesor y un objeto
matematico, el didacta puede y debe estudiarlo para establecer sus leyes de fun-
cionamiento o para crear sistemas diddcticos nuevos.

Sin embargo, es necesario aclarar que tanto en el caso de un alumno como
en el de investigador, la palabra «estudio» se utiliza en un sentido muy amplio,
engloba las nociones de ensefianza y aprendizaje, es decir, aqui la ensefianza
aparece como un medio, como una ayuda para el estudio de un determinado
objeto matemitico. En términos mds generales, el «estudio» se refiere a todo lo
que se hace en una institucién para resolver las tareas matemiticas problemadticas
que se plantean, sin importar que el estudio se desarrolle en el 4mbito escolar
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o en cualquier otra institucién social, dado que como lo sefiala Bosch «... hay
estudio en todas las instituciones de la sociedad cuando se manipula un saber
establecido o en vias de establecerse». (et al, 2003, p. 84)

En el caso de los alumnos, el estudio alude a todas las acciones que hacen
para cumplir con las tareas matemiticas que se les plantean, mientras que en
el caso del investigador, es todo aquello que hace para aportar respuestas a las
preguntas que se plantean en el campo cientifico donde se ubica. De la misma
manera, un profesor en formacién estudia un objeto didictico cuando intenta
establecer respuestas para ciertas tareas diddcticas que se le plantean, mientras
que el investigador en didactica estudia dicho objeto cuando realiza acciones
que le permitan responder a cuestiones didédcticas para las que no hay una res-
puesta disponible. En otros términos, las investigaciones que se hacen en el seno
de la didéctica son procesos de estudio que realizan los investigadores sobre un
objeto didictico y la formacidn de profesores es un proceso de ayuda al estudio
de dicho objeto didactico.

Por otra parte, en el caso de la ensefianza de las matemdticas el estudio apa-
rece como una nocién integradora que permite analizar bajo una misma mirada
tanto el trabajo del profesor cuando ensefia matemiticas como el del alumno
cuando las aprende,” dado que por lo general en la escuela (aunque también en
la investigacion) el estudio casi siempre es una actividad colectiva que precisa
la ayuda de uno o varios directores —el profesor- y de un programa de estudio.
Si se acepta que la formacidn de profesores estd sujeta también al proceso de
estudio, el formador se convierte en un director dentro de un sistema en el que
el objeto es el saber didéctico referido a las matematicas, el formado por su parte
tiende a estudiar las respuestas previamente elaboradas a la pregunta: ;cémo
ensefiar matemdticas? Sin embargo y no obstante la relacién entre el estudio y
la formacién, queda una pregunta crucial para responder: si en el caso del siste-
ma didictico la naturaleza del objeto es poco discutible puesto que se refiere al
saber matemitico, en el sistema de formacién ;cudl es la naturaleza del objeto
a estudiar?

36. En esta perspectiva también se piensa que con la nocién de «estudio» se produce un cambio fundamen-
tal en la visién sobre los roles del alumno y el profesor, puesto que no se considera al profesor sélo como
el ensefiante ni a los alumnos como meros sujetos de un proceso de aprendizaje. La actividad matemitica,
que adquiere una importancia relevante, ya no aparece como dependiente de la voluntad del profesor,
sino que su desarrollo adquiere condicionantes independientes de los actores. (Chevallard et al, 1998, p.
202, en Aguayo, 2005, p. 64)
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La formacidn, entre los saberes y las praxeologias

Como se ha mencionado en apartados anteriores, para Chevallard (2001), las
escuelas para alumnos y para profesores tienen algo en comtin; son escuelas
que crean y difunden normas para la vida (incluyendo las matematicas) en el
primer caso y normas didacticas en el segundo caso. Estas normas, se dice,
toman la forma de praxeologias, de organizaciones praxeolégicas o simple-
mente de organizaciones (matemiticas y diddcticas segtin sea el caso). Tomar
a las normas como praxeologias y no como saberes, tiene que ver con la idea
asumida en la TAD de que no es posible decidir a priori lo que seria un saber,
dado que el proceso de canonizacidn de los saberes es desigual y prolongado
en el tiempo, de ahi que desde un punto de vista antropoldgico, mis que
describir los saberes lo importante es describir las invariantes de las pricticas
humanas (praxeologias) que se realizan en distintas instituciones, sin analizar
las caracteristicas individuales de los sujetos, esta idea reposa sobre un postu-
lado fundamental de esta teoria:

toda accién humana procede de una praxeologia, admitiendo que esta praxeo-
logia pueda estar en curso de elaboracién, o también, que su construccién se
haya detenido —puede estar a la escala de una vida humana o institucional, en
un estado de incompletud o de desigual desarrollo.... (Chevallard, 1997, p. 6, en
Aguayo, 2005, p. 65).

Dicho postulado subraya la relacién entre las pricticas humanas (praxeologias)
y el saber, dado que, si atn la més sencilla accidn es cumplida, es porque se ha
puesto en marcha una praxeologia y si en ésta se reconoce aunque sea minima-
mente la presencia de un saber, puede concluirse que toda accién procede de un
saber, lo que nos lleva a concluir que los saberes, en tanto praxeologias, estarian
siempre guiando y dando forma a todos los actos de los individuos. Ahora bien,
para reconocer la presencia de un saber en una praxeologia debe considerarse
que en el origen de ésta, siempre se encuentra una o varias preguntas que son
su razén de ser, esto es, toda organizacién praxeoldgica es la respuesta que se
despliega frente a una pregunta que por lo general se expresa mediante formu-
laciones del tipo: ;cémo hacer para...?

Al seguir el sentido de esta idea, puede decirse que cuando un profesor
selecciona y realiza una actividad que le permita responder a la pregunta ;cémo
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hacer para ensefiar un contenido matematico?, ha puesto en marcha una pra-
xeologia didéctica y cuando esta accién ha sido cumplida podemos presumir
que el sujeto tiene un saber. En otras palabras, una «praxeologia debe permitir-
nos cumplir cierta tarea f de un cierto tipo de tareas T, procurando una técnica
1...» (Chevallard, 1997, p. 5, en Aguayo, 2005, p. 65). Por ejemplo, cuando un
profesor en formacién se pregunta ;cémo identificar los saberes que tiene un
alumno sobre las fracciones?, se ha planteado una razén de ser para una praxeo-
logia didictica y lo que se observa en dicha pregunta es la necesidad de resolver
una tarea especifica (f) que pertenece a un cierto tipo de tareas T (identificar
los saberes matemiticos de los alumnos) mediante una técnica apropiada T, que
puede ser por ejemplo una entrevista de tipo clinico o el anlisis de las tareas que
los alumnos han realizado.

Pero si para dar respuesta a esa tarea s6lo se considera el tipo de tareas y la
técnica, [T/ 1], se obtiene un saber-hacer mediante el que se puede cumplir la
tarea pero no justificar la técnica empleada ni interpretarla a la luz del problema
que intenta resolver, en este caso el saber-hacer es una organizacién praxeolgi-
ca incompleta dado que si hay una presuncién de saber, debe aceptarse que toda
técnica utilizada debe aparecer como resultado de una cierta tecnologia, (6), es
decir, de un discurso razonado, de un conjunto de descripciones y explicaciones
que se elaboran para hacer inteligibles y justificar las técnicas. Ademds, debe
aparecer otro elemento, la teoria, que da sentido a los problemas planteados, que
permite interpretar las técnicas y fundamentar, esclarecer y justificar el discurso
tecnolégico.

Con la unién de los cuatro elementos se forma una organizacién praxeo-
légica que puede expresarse formalmente mediante el sistema [T /1 / 6/ ©]
donde puede observarse un «bloque» prictico —técnico [T /1] que responde a la
presuncién del saber-hacer y uno tecnolégico-teérico [0 / ©] que responde a
la presuncién del saber. Una organizacién praxeolégica «completa» resulta en-
tonces de la asociacién de un «aber-hacer» y de un «saber», de la asociacién de
la praxis y el logos, lo que permite asumir, como lo hace Chevallard (1997, en
Aguayo, 2005), que siempre que presumimos la presencia de un saber, se alude
ordinariamente y por metonimia a una organizacién praxeolégica «completa»,
a pesar de que comunmente y por un reduccionismo cultural, cuando se habla
del saber, se alude solamente al saber olvidando el saber-hacer.
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Organizaciones matemdticas y organizaciones diddcticas

Un principio bésico de la TAD sostiene la dualidad del conocimiento matema-
tico, esto es, el saber matematico se construye (o se estudia) para dar respuesta
a ciertas cuestiones problemiticas,” pero también es el producto del proceso de
estudio que forma parte de la actividad matematica, de manera que existe una
estrecha relacion entre la actividad matematica (proceso de estudio) y el saber
matematico (producto). Por esta razén, desde la TAD se asume que las mate-
miticas son al mismo tiempo una actividad y un producto de dicha actividad,
esto es, son objetos construidos y actividades institucionales de manipulacién
de dichos objetos.

Asi, cuando el trabajo del investigador ha concluido, el conocimiento ma-
temitico es un producto estructurado en un doble nivel: el de la praxis que
incluye los diferentes tipos de tareas problemiticas y las técnicas que permiten
resolverlas; y el del logos que incluye los argumentos (tecnologfas) que justifican
la validez de las técnicas sugeridas y los elementos tedricos que dan sentido a las
tareas planteadas. Estos dos niveles forman lo que Chevallard (2000) llama pra-
xeologia, organizacidn praxeoldgica o simplemente organizacion matemdtica (OM)
y como se ha sefialado, su diferencia respecto de la «simple» prictica estriba en
que la praxeologia integra al «saber hacer» (praxis) con el «saber» (logos), por esta
razén, sefiala este autor, lo que comiinmente se designa como «saber matemati-
co» no es otra cosa que una praxeologia o una organizacién matemitica.

Al considerar la nocién de praxeologia, podemos decir que, hacer mate-
maticas consiste en utilizar una praxeologia matemdtica para resolver ciertas
tareas y estudiar matemdticas consiste en construir (en el caso del matemitico)
o reconstruir (en el caso del alumno) ciertos elementos de una praxeologia ma-
temdtica que permitan dar respuesta a una tarea para la que no existe o no estd
disponible una praxeologia. Empero, una organizacién matematica no surge de
manera instantinea ni acabada de una vez y para siempre, es el resultado de un
largo y complejo proceso en el que se incluyen dos aspectos del trabajo mate-
mitico; el proceso de estudio y la praxeologia matemdtica. Ambos son insepara-
bles porque una OM no puede existir sin un proceso de estudio que la genere,
pero el proceso de estudio tampoco puede existir sin una OM en construccién
y lo mis importante de este proceso es que en su dinidmica de funcionamiento,

37. Desde esta postura hacer matemdticas no siempre es resolver problemas, por ejemplo «se pueden usar
matemiticas de manera rutinaria sin que aparezca problematicidad o estudio...» (Bosch et al, 2003, p. 84)
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existen acciones que permanecen mds alld de factores temporales, culturales,
sociales, o individuales.

Estas acciones invariantes permiten construir un modelo del proceso de
estudio que se basa en la nocién de momento diddctico, no tiene una connotacién
cronoldgica, alude més bien a las dimensiones del proceso dado que dichos
momentos no configuran una secuencia fija ni se desarrollan de manera aislada,
cada uno puede ser planteado en distintas intensidades, tiempos, ocasiones o de
manera simultinea. En la perspectiva de Chevallard (1999), existen seis momen-
tos didacticos que modelizan todo proceso de estudio, a saber:

*  El momento del estudio. Es el primer encuentro (o rencuentro) con la
organizacién O que estd en juego. Puede tener varias maneras, una
consiste en encontrar O a través de al menos uno de los tipos de tareas
T,, constitutivas de O.

*  El'momento de la exploracién de tipos de tareas Ty de la elaboracién de
una técnica T, relativa a este tipo de tareas.

*  El momento de la constitucion del entorno tecnoldgico-tedrico relativo a T..
Este momento estd en relacién estrecha con cada uno de los otros, por
ejemplo desde el primer encuentro se establece una relacién con este
entorno ya elaborado aunque en las estrategias tradicionales se le ubica
como primer momento.

*  El trabajo de la técnica. En este momento se debe mejorar la técnica
volviéndola mis eficaz y fiable y acrecentar la maestria que se tiene de
ella.

*  Momento de la institucionalizacién. tiene por objeto precisar lo que es
«exactamente» la OM elaborada, distinguiendo los elementos que no le
hayan sido integrados y aquellos que entran definitivamente en la OM
considerada.

*  Momento de la evaluacidn. Se articula con el de institucionalizacién y en
él se verifica lo que vale, lo que se ha aprendido (Chevallard, 1998a, pp.
48-50).

Entonces, el estudio puede ser redefinido a partir de la nocién de momento
didictico, estudiar matemdticas consistiria en «vivir» los diferentes momentos di-

dacticos o ayudar a los alumnos (en el caso del profesor) a «vivir» esos momen-
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tos, lo que significa que en el proceso de construccién matemdtica, aparecen
dos précticas humanas o dos praxeologias, una matemitica (hacer matematicas)
y una de estudio o didéctica (estudiar matematicas). Asi, cuando un investigador
o un alumno estudian una praxeologia matemitica, o cuando un profesor ayuda
a otra persona a estudiarla, utilizan una praxeologia didéctica, la del alumno sera
una praxeologia didactica «discente» y la del profesor una praxeologia didictica
«docente».

Toda praxeologia se estructura en dos niveles: el técnico-prictico formado
por los tipos de tareas y técnicas (didacticas); y el tecnolégico-tedrico formado
por las tecnologias y teorfas (diddcticas), sin embargo no tienen una existencia
independiente, toda praxeologia didactica contiene al menos una praxeologia
matemdtica, y a su vez, toda praxeologia matemitica estd contenida en al menos
una diddctica, esta codeterminacién entre ambas praxeologias es acotada de la
siguiente manera:

las organizaciones «transmisoras», es decir, didécticas, se configuran de una manera
vinculada a la estructura que hay que transmitir. En otros términos, las organiza-
ciones diddcticas dependen fuertemente de las OM por ensefiar, por esta razon,
la ensefianza de las OD debe tomar en cuenta su relacién con las organizaciones
matematicas (Chevallard, 2001, p. 3).

En términos de las praxeologias, podemos decir que una praxeologia didactica
puede construirse (en el caso del investigador) o reconstruirse (en el caso de un
alumno que estudia didictica) y podemos decir que en este proceso aparecen
dos aspectos de la actividad didactica, un proceso de estudio y un producto de
dicho proceso, hacer didictica consistiria en utilizar una praxeologia didictica
para dar respuesta a una cuestion (didactica) y estudiar didéctica consistiria en
reconstruir uno o varios elementos de una praxeologia didictica con el fin de
resolver una tarea que resulta importante para una institucién determinada.

De lo anterior podemos deducir que las praxeologias didacticas del profe-
sor (docentes) son el «saber diddctico» principal en la formacién de profesores,
también que el estudiante hace didactica cuando utiliza una OD vya elaborada y
estudia didéctica cuando reconstruye una OD bajo la direccién del formador.
Pero si se advierte que en el sistema de formacion el director de estudio no hace
las veces de profesor de matemiticas sino de director del estudio de praxeologias
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didécticas, tenemos una prictica humana (la del formador) que en términos de
las praxeologias podemos llamar praxeologia de formacién, ésta también se estruc-
tura mediante el bloque técnico-prictico, donde se incluyen las tareas y las téc-
nicas (de formacién), y el tecnolégico- tedrico con sus discursos tecnoldgicos y
tedricos (de formacion).

Las praxeologias docentes o los diferentes tipos de tareas para el profesor

Al igual que en toda institucién, sefiala Chevallard (1999), las praxeologias de la
profesion de ensefiante son construcciones histéricas y el producto de norma-
tividades institucionales maltiples. Una primera fuente de praxeologias para el
ensefiante es el proceso normalizador que se ejerce desde el sistema escolar, las
escuelas normales son otra fuente praxeoldgica dado que es en esta institucion
donde se ensefia «a ensefiar» y donde se reinterpretan las praxeologias de la
profesion que ha puesto a circular el sistema escolar. Una tercera fuente de pra-
xeologias se puede ubicar en la actividad de los profesores innovadores, quienes
existen para tratar de imponer normas opuestas a las del sistema escolar y a las
de las escuelas normales.

Finalmente, una cuarta fuente de praxeologias para el ensefiante estd cons-
tituida por la investigacién educativa o particularmente en diddctica.®® Las nor-
mas o praxeologias que surgen de esta tltima fuente son las que particularmente
nos interesan, de ahi que una pregunta esencial sea ;cuiles son los tipos de tareas
que desde la institucidn didactica definen la praxeologia del profesor?

Sobre este respecto, Chevallard (1994) sefiala que la presion de los cam-
bios politicos, econdmicos, sociales, culturales, epistemoldgicos, formativos y
didécticos ha obligado a que el sistema de tareas del profesor esté en constante
evolucién, de ahi que en su opinidn, deba ser reinventado periédicamente. No
obstante estos cambios, considera que en una primera aproximacion puede ver-
se que el sistema de tareas del profesor se organiza en torno de dos categorias
dependientes una de la otra.

En la primera categoria se contemplan los siguientes tipos de tareas:

*  Tareas relativas a la concepcién de los dispositivos de estudio

38. A decir de Chevallard (1999, p. 5), en la investigacién comtinmente se refugian los transfugos de la
enseflanza, por esta razon, seflala, es usual observar en los investigadores una actitud poco critica respecto
de las praxeologias que surgen de otras fuentes.
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*  Tareas relativas a la organizacién de los dispositivos de estudio® vy,
*  Tareas relativas a la gestién de sus respectivos entornos.

En la segunda categoria se incluyen:

*  Tareas de ayuda al estudio y,
*  Tareas de direccién de estudio y de ensefianza.®

En correspondencia con estas categorias, la primera tarea que debe cumplir el
profesor, consiste en determinar las praxeologias matematicas escolares a partir
de las indicaciones del programa de estudios oficial, precisando el contenido y
el conjunto de tipos de tareas matemiticas que contiene cada una, asi como la
profundidad que debe darse a los componentes técnico, tecnoldgico y tedrico.
La segunda tarea consiste en dirigir el estudio de una praxeologia matemitica
determinada, es decir, conducir la reconstruccién o transposicién de esta pra-
xeologia en una clase concreta gestionando los seis momentos didacticos que
constituyen un proceso de estudio.

Sin embargo, los tipos de tareas descritos caracterizan la praxeologia de un
profesor, pero no necesariamente son idénticos a los que debe resolver un pro-
fesor en formacion dado que en este caso se busca que el futuro ensefiante cons-
truya técnicas adecuadas que le permitan resolver dichos tipos de tareas durante
el ejercicio de su profesién, en este sentido, Butlen y Peltier (1994, p. 15) su-

gieren que los tipos de tareas propios de la formacion deben ser los siguientes:*!

1. Lasreorganizaciones de conocimientos matematicos, eventualmente el
aprendizaje de nuevos saberes y la reflexién epistemoldgica sobre esos
conocimientos y su funcionamiento.

2. Las comparaciones entre diferentes formas de ensefianza de la escuela
elemental, las presentaciones de ingenierfas, las explicaciones de los

39. En esta perspectiva se toma como dispositivo a la componente material de una técnica por oposicion
a su componente practica. (Chevallard, 1994, p. 42)

40. En la perspectiva de la TAD, estos dos tipos de tareas deben cruzarse con la estructura tricotémica del
territorio del profesor, trfada formada por el territorio (sistema escolar), terreno (escuela) y el terrufio (la
clase).

41. En Artigue (1995) pueden observarse también ciertos tipos de tareas similares que se desarrollan en la
formacién de profesores de secundaria.
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obsticulos encontradas en la ensefianza de un campo conceptual y el
estudio de las regularidades que conciernen a los aprendizajes.

3. Los anilisis de documentos pedagdgicos y de los materiales escolares.

4. Los anilisis mas puntuales de secuencias de ensefianza y los estudios a
priori de situaciones.

5. Los anilisis de practicas profesionales basadas sobre la observacién di-
recta de clases.

6. El disefio y construccién de secuencias de clase en el contexto de la
practica profesional dirigida por el tutor o bajo la guia de «autobserva-
ciones» o «autoanalisis».

Ahora bien, la especificidad y generalidad de estos tipos de tareas deben ser com-
prendidas a la luz de otros desarrollos de la TAD (Chevallard 2002b y 2002c)
en los que se postula que las praxeologias didicticas comportan diferentes ni-
veles de especificacién, por ejemplo hay praxeologias didicticas en un nivel
muy general (pedagdgico) que responden a la pregunta scémo ensefiar? Pero
también las hay en el nivel disciplinar (matemitico) cuya razén de ser es la pre-
gunta ;como ensefiar matemdticas? Otro nivel es el de las dreas (la aritmética),
los sectores (los nimeros racionales), los temas (las fracciones) y las cuestiones
puntuales (la fraccién como cociente).*

Praxeologias docentes, formacidn y transposicion
Como se ha sefialado en los primeros apartados de este capitulo, el problema
de la relacién entre didictica y formacién tiene que ver con la dificultad de
seleccionar los saberes que pudieran constituir una «didéctica para principian-
te», esta idea es sostenida por la aproximacién «cognitiva» y por la mayoria de
las posturas al interior de la «aproximacién epistemoldgicar, en esta tltima por
ejemplo son claros los esfuerzos de Kuzniak y Houdement por analizar los sabe-
res pertinentes para la formacién.

En contraste con estas posturas, la TAD toma el objeto original de la «apro-
ximacién epistemoldgica» (la actividad matemitica) para construir la nocién

42. En cada uno de los niveles, ademis de existir praxeologias didicticas también existen praxeologias
mateméticas. Es por la dualidad de cada nivel que se habla de la codeterminacién matemitico-didactica
entre las OD y las OM y es también por esta razén que para Chevallard resulta imposible la reconstruccion
de praxeologias didicticas sin referencia a las praxeologias matemiticas. En otros términos, no es posible
encontrar tipos de tareas del profesor que no contengan una referencia a lo matemitico.
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de praxeologia, lo que le permite modificar la pregunta fundamental sobre la
formacion de profesores. Desde esta perspectiva, cuando se habla de lo mate-
mitico, se alude a una actividad y a un producto de la actividad, esto es, a un
saber estructurado que es resultado de dicha actividad. De manera que la unién
de la actividad con el producto resultante forma una praxeologia, una prictica
humana que incluye un logos que la torna comprensible y justificable. Por esta
razdn, las escuelas no deben transmitir —del modo que sea- sélo el saber mate-
mitico ya estructurado, deben ensefiar -si eso es posible- las pricticas humanas
(praxeologfias) ligadas histéricamente a la produccién de ese saber.

Al seguir esta misma idea, respecto de la formacién de profesores puede de-
cirse que existe un niimero importante de saberes sobre la ensefianza de las ma-
temdticas que han sido construidos dentro del campo de la didéctica de las mate-
miticas y lo importante no es transmitir dichos saberes sino ensefiar a los futuros
profesores a realizar las pricticas humanas que han permitido la generacién de
dichos saberes, en otros términos, la pregunta: ;qué saberes o conocimientos es
necesario transmitir a los profesores en formacion? es sustituida por la pregunta
sobre las pricticas, o en su sentido mis profundo, sobre las praxeologias que un
profesor en formacién debe reconstruir.

Asi, en lugar de preguntarse sobre los conocimientos ideales y sobre las
estrategias adecuadas para su transmision, la TAD se pregunta gcuéles son las
praxeologias que han permitido generar determinado saber sobre la ensefianza
de las matematicas, sobre la ensefianza de determinada drea, tema o cuestién
puntual? Si son identificadas estas praxeologias, serdn al mismo tiempo la estra-
tegia de formacién y el «saber a ensefiar, en otros términos, en determinada
praxeologia seleccionada se incluirdn al mismo tiempo los componentes practi-
co-técnicos y los relativos al logos. De este modo, la actividad que permiti6 ge-
nerar un determinado saber y el saber mismo son partes de una misma practica
razonada y comprensible, es decir, de una praxeologia.

Por esta conjuncién entre la actividad y el saber estructurado, se puede
hablar de una codeterminacién entre lo didactico (el proceso de estudio) y lo
matemaitico (el saber estructurado), codeterminacién que plantea la necesidad
de seleccionar ciertas praxeologias para la formacién que sean coherentes con
las praxeologias didacticas y matemiticas ya elaboradas, esto es, las praxeologias
de formacién seleccionadas deben tener una relacién estrecha con el objeto
matemitico que se desea reconstruir, esta misma necesidad se ve reflejada en el
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nivel de especificidad, si lo que se desea es reconstruir una cuestién matemdtica
puntual, la praxeologia didéctica seleccionada debera tener un mayor nivel de
especificidad que si se desea reconstruir un tema matemdtico o un drea de la
matematica.

En sintesis, la perspectiva que toma a las praxeologias como elementos para
la formacién de profesores sostiene por un lado la necesidad de que las praxeo-
logias que se incluyen en la formacién sean pricticas humanas ligadas a la acti-
vidad matemitica, y por el otro que su especificidad sea coherente con el objeto
matemitico al que se refieren y fundamentalmente, en el caso de las praxeolo-
gias docentes, es necesario que se considere la naturaleza de la praxeologias de
estudio y la especificidad del objeto matemitico al que se refieren.

Una vez subrayada la diferencia entre la perspectiva de Chevallard y aquella
que priorizan las nociones de saberes o conocimientos, sélo resta contestar una
pregunta jen tanto pricticas, las praxeologias son susceptibles de transmitirse,
de ensefiarse o de transponerse?, en otros términos, sexiste alguna relacién entre
las praxeologias y la transposicién didéctica?

Si hay una postura contraria a la idea de transposicion didictica, sefiala
Chevallard (1997a), es la que postula el problema de la formacién como una
simple transmisién de saberes dado que cuando se habla de la transmisién, se
piensa que un saber es un objeto enteramente material o simbélico que puede
ser «transportado» de un lugar a otro.* Contra, la TAD niega la posibilidad de
transmitir una praxeologia y al contrario de esto, designa la reconstruccién,
la recreacién de una praxeologia en un ambiente nuevo en el que la ecologia
puede ser muy diferente.

Cuando se habla de la transposicién de una praxeologia docente se alude
a la reconstruccion de dicha praxeologia en las diferentes instituciones forma-
doras, por ejemplo, en la esfera «sabia» se trataria de generar praxeologias que
permitan producir un saber estructurado sobre la ensefianza de las matemiticas;
la modelacién del rol del profesor y los estudios que exploran las praxeologias
espontineas de los profesores serfan ejemplos de dichas praxeologias. En el 4m-
bito noosférico se tratarfa de seleccionar las praxeologias mas adecuadas para un
momento histérico particular y para las condiciones institucionales, politicas,

43. Este supuesto, afirma Chevallard (1997a) es el sintoma por excelencia de la reduccién pedagégica de
lo didéctico, puesto que desde la perspectiva pedagdgica, el destino del saber no es mas que una preocu-
pacién tangencial.
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econdémicas, etc., existentes. En el 2mbito de los formadores la funcién trans-
positiva consistiria en reconstruir dentro del salén de clases, las praxeologias
propuestas en el «texto del saber», para ello el formador debe considerar las con-
diciones de sus alumnos y la naturaleza de los objetos matematicos de referencia.

1.4. FORMACION DE PROFESORES Y PRAXEOLOGIAS

A partir del 2012 en la formacién inicial de profesores en México se puso en
marcha un plan de estudios basado en el llamado «enfoque por competencias»,
esta cultura escolar constituye lo que Gascén y Bosch (2007) denominan «gene-
ralismo pedagdgico» que se caracteriza por eliminar lo que es especifico de cada
disciplina, diluyendo el conocimiento en un conjunto de competencias genéri-
cas ajenas a toda disciplina. Estas competencias representaban un conocimiento
de base para la formacién y en los programas es segmentado en seis 4mbitos: la
planeacién del aprendizaje; organizacién del ambiente del aula; evaluacién edu-
cativa; promocion del aprendizaje de todos los alumnos; compromiso y respon-
sabilidad con la profesién y vinculacién con la institucién y el entorno. (SEP,
2011). Esta visién generalista muestra que «la contraposicién entre aprender
conocimientos y adquirir competencias no es mas que una nueva version de la
falacia que contrapone aprender conocimientos a aprender a aprender» (Gascén
y Bosch, 2007, p. 206) y suele olvidar que los saberes disciplinares tienen rasgos
especificos equivalentes a una actividad humana en particular.

Para el caso de la formacién de profesores de educacién primaria, esta situa-
cién resulta mas compleja, puesto que los estudiantes deben «dominar» un gran
ntimero de saberes disciplinares -vistos como competencias-, para conjuntarlos
con saberes pedagdgicos, psicoldgicos, socioldgicos, entre otros.

1.4.1. La formacidn del profesor. Restricciones o necesidades
Para el caso de la formacién del profesorado, la separacion entre hacer y ensefiar
matemdticas amplia la distancia entre el sujeto que ensefia matemdticas y el que
las produce y aplica. Esta disociacién, sefialan Gascon y Bosch (2007), se refuer-
za por una epistemologia ingenua de las matemiticas que alimenta el mito de
la separacién entre el contenido de la ensefianza y la manera en que se organiza
su estudio.

Desde esta logica, la formacion de profesores tendria que sustentarse en
principios generales independientes de lo que se pretende ensefiar, asi, se le

52



confia al profesor la responsabilidad de especificar los criterios generales del
contenido que ha de ensefiar porque se considera que lo que realmente importa
no es ensefiar matemdticas sino «ensefiar a aprender». Sin embargo, el enfo-
que basado en competencias sélo permite formarse como educadores «integra-
les» disminuyendo su capacidad educativa como profesor de matematicas. Tal
planteamiento subyace en el plan y programas de educacién normal donde se
sefiala que, al adquirir los conocimientos disciplinarios, los estudiantes deberdn
asociarlos con las necesidades, procesos y formas de aprendizaje de sus futuros
alumnos, mediante actividades didacticas especificas y recursos para la ensefian-
za (SEP, 2012a).

Empero, resulta iluso pensar que pueden desarrollarse competencias ligadas
a la formacién de profesores sin pensar en el saber disciplinar, porque tanto en
las cuestiones especificas como genéricas inciden en las restricciones de los ni-
veles de codeterminacién didéctica, algunas son subrayadas por Gascén y Bosch
(2007):

«  Lainvisibilidad social de las matemiticas. Existe la consideracién social
de las matematicas como un artefacto didictico, como si la inica razén
para aprender matemdticas fuera que se ensefian en la escuela. Se redu-
ce su valor social a un simple valor escolar que convierte la ensefianza
de las matemidticas en un fin en si mismo.

*  Elrechazo cada vez mis generalizado para pasar de la certeza a la duda
cognitiva. Cuando el rechazo conlleva a un desinterés, una persona no
puede aprender porque no puede dudar y no tiene derecho a no saber.

Ante estas restricciones, no basta una formacién que desarrolle competencias
porque las dificultades se profundizan sobre todo en la educacién superior don-
de los saberes disciplinares son mis especificos y numerosos. Pensar que «la
formacion inicial tiene que integrar los conocimientos académicos, las concep-
ciones personales y el conocimiento prictico» (Mellado, 2003, p. 353), resulta
fundamental si se quiere modificar las pricticas. Asi pues, la dificultad en la
formacioén de profesores radica en que no se sabe cuiles son las competencias
que deberia tener un profesor que ensefia matemdticas, éste es un criterio muy
abierto y ambiguo. A decir de Gascén y Bosch (2007), los intentos de utilizar
las competencias para elaborar un programa de formacién no hacen sino negar
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el problema de formacién dindo por resuelto con anticipacién, el problema
didéctico.

1.4.2. El problema praxeoldgico del profesor

Una vez abordadas las necesidades y restricciones en la formacioén del profesor,
es necesario subrayar las problemiticas que enfrentan los estudiantes normalistas
cuando se encuentran en situaciones reales de ensefianza. Si se toma la idea de
que la formacién ha evolucionado de saberes a praxeologias, se estaria hablando
de subrayar el problema praxeoldgico del profesor en formacion.

El «saber sabio», que Chevallard habia planteado en las primeras teoriza-
ciones de la TAD desaparece y en su lugar aparece la transposicién de praxeo-
logias. En este sentido y siguiendo a Wozniak (2010) uno de los problemas
praxeolégicos del maestro es preparar su curso antes de ser «ensefiado», es
decir, ;co6mo organizar el estudio de un objeto (matemitico) para y en el salén
de clases?, para dar respuesta a esta cuestion el profesor lleva a cabo un pro-
ceso de transposicion didictica que corresponde a una institucién especifica
y una Organizacién Matemitica (OM) determinada. En estos casos se habla
del disefio de un proceso de estudio basado en un modelo de problemas que
se manifiesta mediante la reconstruccién de una organizacién praxeoldgica.
En este proceso se hace necesario identificar el tipo de tareas T; construir una
técnica T para resolver la tarea y producir un discurso tecnolégico 6 que jus-
tifique la técnica, ademds de seleccionar una teorfa que le dé sentido a todos
los componentes.

Dentro de ese recorrido praxeolégico un profesor en formacién observard
inicialmente las respuestas presentes en la cultura escolar, es decir, en textos, en
conversaciones con otros colegas, etc., después hard un anilisis sobre el con-
junto de respuestas que han sido construidas por otros, con ello favorece una
evaluacién que se vuelve indispensable para el desarrollo de una respuesta a la
pregunta inicial. A decir de Chevallard (1997b), este proceso termina con la
produccién de la respuesta, la cual denomina O «obra» entendida como cual-
quier producci(')n humana que da respuesta a preguntas «tedricas» o «practi-
ca» (Q) y que son las razones de la obra. La planificacién anual, semanal o
hasta de una sesién de ensefianza no es sino, la reconstruccién de praxeologias
matematicas locales y regionales, la obra del profesor que constituye la respuesta
al problema praxeolégico que le compete (Wozniak, 2010).
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1.4.3. La formacion de profesores a través de organizaciones praxeoldgicas

Cirade (2006, en Ruiz y Garcia, 2007) sefiala que para la formacién del profesor
son necesarios tres tipos de matematicas: matematicas a ensefiar, matematicas
para el ensefiante y matemdticas para la ensefianza. Las primeras se incluyen
en un programa oficial o curriculum escolar de matemiticas; las segundas son
las que un profesor debe conocer para comprender los contenidos y propuestas
de ensefianza (técnicas, tecnologias y teorfas del programa) y; las matematicas
para la ensefianza son aquellas que se ponen en juego en la clase y son Orga-
nizaciones Matematicas designadas para ensefiar. En su caso, los profesores en
formacién empiezan a construir esas matematicas cuando se preguntan sobre las
razones de ser de una nocién, de una propiedad, de un teorema o de una técnica
expresada en el curriculum escolar.

Para ilustrar como se asume la formacién de profesores desde la TAD, Ar-
taud (2006) sefiala que para modelar una secuencia de ensefianza mediante una
praxeologia matemitica y una didactica, primero se establecen los tipos de ta-
reas, las técnicas, la tecnologia y la teoria; el segundo momento es la segmenta-
cién de la materia a estudiar, es decir, el estudio de un tema se relaciona con el
sector y la zona en la que se encuentra inmersa, incluso con la disciplina en su
conjunto y también con sus relaciones con los sujetos; para el tercer momento, a
partir de las respuestas existentes que se observan, analizan y evaldan, se produ-
cen las respuestas a la pregunta planteada, las cuales son validadas para difundir
y justificar el trabajo.

Asi, la cuestién fundamental en la formacién de profesores es identificar el
equipamiento praxeolégico que requiere un profesor para desarrollar una ense-
flanza eficaz y una cuestién derivada es ;qué se puede hacer desde la formacién
de profesores para que se apropien de tal equipamiento? En este sentido puede
preguntarse sobre:

+  ;Cuiles son las tareas y técnicas que el profesor debe llevar a cabo?

*  ;De qué tipo serfan, cémo surgen, cémo se desarrollan?

+  ;Cuil es discurso tecnolégico-tedrico que utilizan los profesores para
describir, justificar y hacer evolucionar las técnicas?

*  ;Cuil es el origen y evolucién de tales discursos?

*  ;Cémo establecer la conexién entre el bloque prictico y el bloque teé-
rico?
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*  ;Pueden las praxeologias docentes evolucionar s6lo con el desarrollo
de las técnicas y los discursos tecnolégico-tedricos espontineos?

*  ;Serequiere de una elaboracién mais sistemdtica para desarrollar la pro-
fesion? y,

+  ;Cuil eslaincidencia que tienen sobre las tareas y técnicas docentes los
discursos tecnolégico-tedricos que aporta la didictica de las matema-
ticas o aquellos més generalistas propios de la pedagogia o psicologia
educativa? (Bosch y Gascén, 2009).

Mis que la unién entre teoria y practica, la praxeologia permite entender el sa-
ber a través del hacer, por ello es necesario delimitar las praxeologias didicticas
y matemiticas para la formacién de profesores. Es aqui donde puede aparecer la
denominada pedagogia del «monumentalismo» cuando se antepone el estudio
de determinadas construcciones praxeoldgicas existentes al estudio de las cues-
tiones o problemiticas vivas en la formacién (Gascén y Bosch, 2007). De tal
monumentalismo se desprende el riesgo de formar a los estudiantes normalistas
no a partir de las necesidades praxeolégicas propias de la docencia sino de equi-
pamientos praxeoldgicos ya establecidos que sélo deben ser aplicados.

Contra la idea anterior, en la formacién es conveniente centrar las cuestiones
o dificultades a las que se debe dar respuesta mis alld de un equipamiento prees-
tablecido. De esta manera «el problema de la descripcion de las praxeologias di-
dacticas con las que el profesor se tiene que equipar se convierte en el problema
de determinar las cuestiones que estdn en el origen de estas praxeologias» (Bosch
y Gascén, 2009, p. 95). Si se considera que los «saberes a ensefiar» son también
«saberes a hacer» y que ambos muestran un componente tanto tedrico como
practico, entonces la formacién alude a praxeologias, a diferencia de otras no-
ciones como saber, conocimiento, competencia, reflexién, creencia, entre otros.

1.4.4. El sistema de tareas del profesor

Diversas posturas plantean que el profesor no sélo debe tener el dominio de las
disciplinas que ensefia sino también del proceso de adquisicién de conocimien-
tos, de los métodos de trabajo en el grupo, del sistema educativo y del contexto
social. Se podrian multiplicar més las tareas que se imponen al sistema del do-
cente (Chevallard, 1997c¢), sin embargo desde la TAD se intenta especificar cud-
les son las tareas que competen al profesor en la ensefianza de las matemiticas.
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En el texto Normas Profesionales para las Matemdticas Escolares, publicadas en
1991 por el Consejo Nacional de Profesores de Matemiticas de Estados Unidos,
las tareas asignadas a un profesor de matematicas se dividen en cuatro dreas:

*  El establecimiento de objetivos y seleccionar o crear tareas matemati-
cas para ayudar a que los estudiantes logren alcanzar las metas de tesis;

*  Estimular y gestionar el discurso del aula de manera que tanto para los
alumnos y el profesor sea mis claro lo que se aprende;

* La creacién de un ambiente en el aula para apoyar la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas;

*  Analizar el aprendizaje del estudiante, las tareas matemiticas, y los en-
tornos con el fin de tomar decisiones sobre la instruccién en curso
(Simon, 1995, p. 119).

A pesar de que la cita anterior tiene mis de 20 afios, en las tareas enunciadas ya se
incluye, de modo implicito, la importancia del anilisis praxeoldgico en el disefio
y anilisis de tareas matemiticas y aunque queda diluido el componente didictico,
en la actualidad este vacio se llena con ciertos planteamientos propios de la TAD,
sobre todo el que sefiala que toda accién humana se deriva de una praxeologia.

Por otra parte, toda institucién formadora se distingue por su intencionali-
dad didéctica y desde la TAD lo didéctico siempre lleva al estudio, en el sentido
de que alguien estudie cierto objeto. En este sentido el objetivo de la didéctica de
las matematicas «es llegar a describir y caracterizar los procesos de estudio —o pro-
cesos diddcticos- de cara a proponer explicaciones [...] a las dificultades con que
se encuentran todos aquellos [...] que se ven llevados a estudiar matemiticas o a
ayudar a otros a estudiar matematicas» (Chevallard, Bosch y Gascén, 1997, p. 60).

La didictica entonces no se reduce al analisis de la ensefianza de las ma-
temdticas, sino que representa un medio para el estudio porque el aprendizaje
se hace posible a través del proceso de estudio o proceso didictico. Ambos,
ensefianza y aprendizaje, son aspectos particulares del proceso de estudio de las
matemiticas, entendiendo el estudio en un sentido amplio, que engloba tanto
el trabajo matematico del alumno como el del matemitico profesional que tam-
bién estudia problemas de matemaiticas (Chevallard, e al., 1997).

En este proceso, en tanto director de estudio, el profesor es el representante de
las pricticasinstitucionales que desarrolla, lo que le permite expresarse en términos
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de tipos de tareas o de praxeologias. La formacién de profesores se circunscribe
también a un proceso de estudio, al apoyar al estudiante en el estudio del objeto
(matemitico-didactico) el formador estructura un sistema didictico de ayuda.

Como se ha mencionado, el sistema de tareas de profesor revela dos grandes
componentes (Chevallard, 2002a), la primera incluye las tareas de disefio y or-
ganizacién de los dispositivos de estudio y la gestidn de sus entornos; la segunda
incluye el apoyo para el estudio de la gestién y de la educacién. En términos
praxeoldgicos, una de las primeras tareas a las que se enfrenta el profesor es
determinar, a partir de la informacién del programa de estudios, ;cudles son las
organizaciones matemdticas a estudiar?, puntualizando el contenido y los tipos
de tareas matematicas, asi como el grado de desarrollo para proporcionar com-
ponentes técnicos, tecnoldgicos y tedricos (Chevallard,1997c).

El segundo tipo de tareas para el profesor tiene que ver con dirigir el estu-
dio de una praxeologia especifica, lo que implica su reconstruccién en la clase.
Empero, independientes a la trayectoria que tome el estudio, existen ciertos
tipos de situaciones que se harin presentes y determinarin los momentos de es-
tudio y los tiempos de la ensefianza, en éstas aparece un monitoreo del progreso
logrado que sirve para modificar los elementos que se han construido hasta el
momento, lo que constituye la evaluacién.

Formacidn de profesores e instituciones institucionalizantes

La dimensién institucional juega un papel relevante en la formacién inicial de
profesores pues éstos se encuentran «sujetos» a las normas de una institucién, a
las restricciones, condiciones y recursos que se ponen en juego para la actividad
matemitico-diddctica. En un estudio antropolégico se pretende analizar lo que
ocurre con la actividad humana de esa institucién, es decir, se observa qué pasa,
cémo pasa y cuiles son las restricciones de tal actividad, pero no se estudia la
institucidn para sugerir cémo deberia ser esa actividad.*

Una institucién (I) se determina por el tiempo y las sujeciones que impo-
ne a las tareas que el profesor deberd desarrollar. Chevallard (1994) conside-
ra que una misma praxeologia puede generar una multiplicidad de fenéme-
nos en diversas instituciones porque el proceso de transposicién institucional

44. Desde este punto de vista puede considerarse que los dispositivos de estudio como el REI o el REI-FP
constituyen una contradiccién con la intencién del andlisis antropoldgico puesto que a través de éstos se
intenta establecer una manera idénea de estudiar un cierto objeto.
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no necesariamente va a producir versiones modificadas de las organizaciones
praxeoldgicas sino que enriquece socialmente las praxeologias disponibles para
adaptarlas a las nuevas condiciones institucionales. Por otro lado, la institucién
no sélo produce una praxeologia, también debe generar condiciones para su
reconstruccién en otras instituciones pasando por un proceso de «puriﬁcacién»
donde se elimina todo lo que cae dentro de los posibles usos especificos de la
misma en una I. El objetivo es facilitar en otras instituciones la apropiacion de
la praxeologia (Romo, 2009).

Empero, para analizar los diferentes procesos de transposicién y flujos inte-
rinstitucionales, debe considerarse el sometimiento institucional que determina
ciertas reglas y restricciones. En otras palabras, la instituciéon matemdtica es vista
como un entramado de sub-instituciones, integrado por diversas organizacio-
nes matemiticas de diferentes niveles: especifico, local, regional y global. La
inscripcioén de una praxeologia en un drea restringida y las herramientas dispo-
nibles determinan las posibilidades para desarrollar una técnica. A la inversa, los
niveles mds altos proporcionan recursos a los niveles inferiores para producir y
justificar los elementos praxeolégicos (Romo, 2009).

Los dispositivos de formacidn desde la TAD

La TAD ha retomado la nocién de dispositivos de formacion para superar la
idea de estrategias y precisar una visiéon mds especifica en cuanto a la formacién
de profesores. La acepcion mds generalizada del término dispositivo es aquella
que proviene «... del latin (...) mecanismo o artificio dispuesto para obtener
un resultado automitico» (Souto, 1999. p. 6). Buscando mayor especificidad, se
podria decir que los dispositivos se identifican con modelos de interaccidn entre
el saber y el hacer del profesor e integran situaciones que intentan generar, mo-
vilizar y poner en accién los saberes construidos por formadores y estudiantes.
Asi pues, un dispositivo de formacién se orienta a la produccién y transforma-
ci6n del sujeto mediante la experiencia de formacién, construyendo saberes en
la accién (Olbrich, 2011).

Para establecer dispositivos de formacion es necesario conocer los proble-
mas didacticos que constituyen el objeto de estudio de la Didéctica de las Ma-
tematicas. Gascén y Bosch (2007) sefialan que todo problema did4ctico se ubica
en funcién de una praxeologia matematico-didéctica suficientemente amplia
y en su formulacién contiene todas las etapas de la transposiciéon didéctica de
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tal praxeologia. Esto significa que un problema didéctico no puede abordarse
exclusivamente desde una praxeologia puntual.

Si, por ejemplo, queremos estudiar lo que algunos autores llaman el «razonamiento
proporcional» de los estudiantes y los fendmenos asociados, es imprescindible partir
de un anilisis de la proporcionalidad tal como es ensefiada en la institucién docente
en cuestion. Este anilisis, que dependerd en gran medida de la manera de interpre-
tar la «proporcionalidad» en dicha institucién, es completamente insuficiente. Serd
necesario, ademds situar, la proporcionalidad en una OM local relativamente com-
pleta (que, a su vez deberd integrarse en una OM regional) y, sobre todo, analizar
los fendmenos transpositivos, en todas y cada una de sus etapas, que han dado como
resultado dichas organizaciones matematicas escolares. Ademds, dada la codetermi-
nacién entre lo matemitico y lo didéctico, es imprescindible asimismo tomar en
consideracion la forma particular de organizar el estudio de la proporcionalidad en

la institucion en cuestién (Gascon y Bosch, 2007, p. 234).

Ahora bien, para plantear y abordar un problema didactico y disefiar un dispo-
sitivo de formacion, es necesario establecer un modelo epistemolégico de las
matemadticas como sistema de referencia, en términos de la TAD, un «Modelo
Epistemolégico de Referencia» (MER)*®. Este modelo de las relaciones naturales
entre los objetos matemidticos es siempre provisional, pero desde ahi se pueden
«deconstruir» y/o «reconstruir» las praxeologias cuya difusién se pretende ana-
lizar (Sierra, 2006).

Desde la TAD se asume la inexistencia de un sistema de referencia privile-
giado con el que se pueda observar, analizar y juzgar los saberes, es por ello que
sugiere el empleo de sistemas de referencia relativos que puedan adecuarse a un
determinado problema o situacién (Gascén, 2011). En otros términos, un MER
es un modelo de las relaciones matematicas entre las tareas y las técnicas que se
utilizan para resolverlas, un anilisis histérico de la evolucién de las tareas ma-
temdticas permite reconocer la manera en que las técnicas ligadas a ellas fueron
evolucionando. El producto de este doble andlisis (evolucién de las tareas y de
las técnicas) es un MER que permite disefiar un proceso de estudio de determi-
nada praxeologia y que resulta imprescindible para analizar cémo se interpreta

45. Una explicacién mds amplia acerca de lo que es el Modelo Epistemolégico de Referencia (MER)
aparece en el siguiente capitulo.
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el saber matemitico en las instituciones donde se transpone y para describir e
interpretar los fenémenos transpositivos.

Anilogamente, y dado que todo problema did4ctico hace referencia necesariamen-
te a una manera concreta de organizar el estudio de cierto saber matemitico, esto
es, aun modelo docente que suele estar sustentado por el modelo epistemolégico de
las matemiticas dominante en la institucion, el investigador requerird instrumentos
para describir y analizar dicho modelo docente y las consecuencias de éste sobre
los fenémenos que estudia. Estas herramientas se las proporcionard un modelo de
referencia de los modelos docentes (o tipos de OD ideales) posibles que, de nuevo,
el didacta debe asumir de manera mas o menos explicita. Se trata de un modelo de
referencia que incluye en cierto sentido al MER puesto que debe incluir la relacién
de cada tipo de OD ideal posible en una institucién determinada con el modelo

epistemoldgico de las matemiticas que lo sustenta (Gascén y Bosch, 2007, p. 236).

El MER no es otra cosa que el modelo de las relaciones matematicas entre di-
ferentes tareas y técnicas y es necesario explicitarse cuando se le emplea en una
investigacion diddctica puesto que condicionaré:

a) Los fendmenos didécticos que serdn «visibles» para el investigador.

b) La manera de describir dichos fenémenos.

c) Las explicaciones tentativas que se podrén proponer (Gascon y Bosch,
2007).

Andlisis ecoldgico en la formacidn de profesores

Desde la TAD todo problema didictico es un problema de «ecologia praxeo-
légica», «podria decirse que la dimensién ecoldgica de un problema didéctico
contiene las cuestiones que giran en torno a la pregunta: spor qué las cosas (las
OM y las OD) son como son en la contingencia institucional y qué condiciones
se requeririan para que fuesen de otra forma dentro del universo de lo posible?»
(Gascon, 2011, p. 217).

En este sentido, es preciso considerar las restricciones y las condiciones
impuestas sobre las OM y las OD en los niveles de determinacién didactica. A
decir de Gascon (2011), cada nivel influye en la determinacién de la ecologia
institucional, es decir, la interpretacién y estructuracién de las OM en cada
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nivel condicionan el modo de organizar su estudio y a su vez, la naturaleza y
funciones de los dispositivos didécticos propios de cada nivel determinan el tipo
de OM que podra reconstruirse.

Tomar en cuenta la jerarquia de niveles permite que la ecologia de los sabe-
res se vuelva més precisa porque las praxeologias se describen de modo mas de-
tallado que los saberes, ademis las restricciones son mds explicitas en los niveles
de codeterminacién did4ctica. Segin Gascén (2001) la dimensién ecolégica de
un problema didactico abarca cuestiones que pretenden indagar las restricciones
y el nivel de procedencia, lo que resulta crucial para la ecologia de las praxeolo-
gias matemdticas y didicticas, esto se identifica en los siguientes planteamientos:

a) ¢Cuiles son las condiciones que permiten dar cuenta del estado actual
de las OM y de la OD asociadas a una institucién determinada?

b) sQué restricciones dificultan o impiden que ciertas caracteristicas de
las OM y de las OD se desarrollen en una institucién?

c) :Qué condiciones se deberfan instaurar, y en qué niveles jerarquicos
para que sea posible la vida de las OM y OD con ciertas caracteristicas?

d) El modelo epistemolégico especifico de un dmbito de la actividad do-
minante en una institucion [, ;cémo condiciona la forma de organizar
el estudio de dicho 4mbito en la I?

Las restricciones que determinan las caracteristicas praxeoldgicas de una insti-
tucién, generalmente son independientes a la voluntad de los sujetos, lo que no
significa que sean inamovibles ni que los sujetos no tengan alguna responsabi-
lidad, al contrario, es posible la existencia de ciertas restricciones que pueden
modificarse. Los dispositivos y estrategias de formacién, permiten dar cuenta
de los problemas didicticos, caracterizando en primera instancia el objeto de
estudio que le compete desde una perspectiva epistemoldgica y de modo parti-
cular desde el punto de vista de la TAD. En este caso, el dispositivo utilizado es
un Recorrido de Estudio e Investigacion para la Formacién de Profesores cuyas
especificidades se describen capitulos mas adelante.
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II. LA PROPORCIONALIDAD
DE LA ORGANIZACION CLASICA A LA ORGANIZACION FUNCIONAL

| conocimiento de la proporcionalidad es fundamental tanto para la vida

cotidiana como para su aplicacién en diversas disciplinas dado que pone
en juego un gran nimero de saberes aritméticos (fracciones, porcentajes, nti-
meros decimales, medida, operaciones bésicas, razon y proporcién) que ayu-
dan a resolver distintas situaciones problematicas. No obstante su importancia,
numerosas investigaciones sefialan las dificultades que tanto estudiantes como
profesores manifiestan en situaciones que implican la puesta en practica del ra-
zohamiento proporcional (Ruiz, 2007; Rivas, Godino y Castro, 2012; y Perry,
Guacaneme, Andrade y Férnandez, 2003). Tales dificultades, afirman esos estu-
dios, derivan de un bajo nivel de comprensién del «paquete» de conocimientos
de este concepto matemitico y de la utilizacién deficiente de las técnicas y
propiedades que le subyacen.

El razonamiento proporcional requiere de un pensamiento que incluya in-
ferencias y predicciones de otros conceptos y aunque no se trata de un conjunto
de ideas que se acumulan unas sobre otras, la proporcionalidad es considerada
como base fundamental del pensamiento aritmético que permite la construc-
cién del pensamiento algebraico, a decir de Skemp (1976, en Pugalee, 2010) los
niveles de razonamiento proporcional se vuelven mis complejos y requieren la
comprensién de diferentes conceptos.

Ahora bien, la elaboracién de anilisis epistemolégicos o la construccién
de modelos epistemolégicos de referencia (MER), tarea a la que nos dedicamos
en este capitulo, permiten identificar la naturaleza del objeto matematico y re-
conocer los fenémenos matemiticos y didacticos que éste produce, también se
favorece la interpretacion de la historia del concepto lo que permite replantearlo
en la actividad matemaitica y didictica.

Desde la perspectiva de la TAD, los estudios praxeolégicos no pueden des-
lindarse de la revisiéon de modelos epistemoldgicos ya construidos. En el caso
de la proporcionalidad los principales estudios praxeoldgicos corresponden a los
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modelos propuestos por Bosch (1994) y Bolea (2002) quienes revisan la llamada
organizacién cldsica de la proporcionalidad desde la Teoria de las Razones y
Proporciones y el de Garcia (2005), que hace una «extensién» del modelo clasi-
co para orientarlo hacia la modelizacién funcional.!

Precisamente, el presente capitulo se propone esa tarea, analizar desde la
organizacién clisica la conceptualizacion de la proporcionalidad, su interrela-
cién con otros conceptos matemdticos y su transicién desde la aritmética hacia
el dlgebra, lo que constituiria un modelo epistemoldgico de referencia para este
trabajo.

2.1. LA ORGANIZACION CLASICA

De acuerdo con Bosch (1994), fue hasta después de mediados del siglo XX que
se incluyeron las razones y proporciones en los niveles de educacién primaria
y secundaria para constituir la base fundamental del estudio de la proporciona-
lidad. En este primer momento, es en la aritmética donde tal nocién encuentra
su principal espacio, especialmente en la ensefianza secundaria se estudié la pro-
porcionalidad desde un paradigma centrado en las relaciones funcionales entre
dos variables. No obstante, la reduccién a la aritmética, autores como Postigo
(1954, en Bosch, 1994) y Dalmau (1938, en Bosch, 1994) sefialaron que existian
otros tipos de relaciones entre variables mis alli de la proporcionalidad directa
e inversa, las relaciones funcionales desde el Algebra. Por esta razén se podria
decir que la proporcionalidad entre magnitudes constituyé la primera aproxi-
macidn sistematizada de la funcionalidad.

Con esta forma particular de relacién funcional, la aritmética ensefiada edific6 todo
un edificio —que llamaremos la organizacién clésica- que se mantuvo estable durante
un largo periodo de tiempo: desde el primer tercio del siglo XIX hasta mediados del
siglo XX (cuando explota la revolucién de las «<matemiticas modernas»?). Sin em-
bargo, los elementos que la componian nacieron de desarrollos anteriores de las ma-

temdticas sabias que se abandonaron a finales del siglo XVIII (Bosch, 1994, p. 166).

1. En correspondencia con esta idea, el Modelo Epistemoldgico que aqui se presenta estd basado funda-
mentalmente en los de Bosch, Bolea y Garcia.

2. La matemdtica moderna ubic en primer plano el estudio de estructuras algebraicas abstractas, acen-
tuando los aspectos 6gicos sobre los aspectos pricticos, los ejercicios formales en detrimento de los pro-
blemas practicos, produciendo un crecimiento en el estudio de las nociones algebraicas y de la teoria de
conjuntos en detrimento de la geometria elemental y la intuicién espacial (Ferrer, 2000).
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Con la llegada de las matemidticas modernas se sustituyen las razones y pro-
porciones por las funciones, con ello se inici6 la reorganizacién de la propor-
cionalidad, principalmente: a) desaparece la terminologia de las razones y pro-
porciones; b) se resalta la idea de dependencia funcional para estudiar diversos
tipos de relaciones entre magnitudes para favorecer una idea mds amplia de
dependencia; c) se introducen las tablas de variacién que se convierten en un
recurso privilegiado para la resolucién de problemas y para la vinculacién de la
proporcionalidad con la nocién de funcién (Balderas, Block y Guerra, 2014).

La organizacién cldsica relativa a los problemas de proporcionalidad es un universo
de objetos y pricticas que tiene por emblemas principales las «razones y proporcio-
nes», las «magnitudes proporcionales», las técnicas llamadas «regla de tres» (directa,
inversa, simple y compuesta) y el inmenso campo de problemas que estas técnicas
permitian estudiar (que abarca desde los problemas llamados «de proporcionalidad»,
hasta sus aplicaciones a cuestiones comerciales, como «reglas de compafiias», «inte-

reses», «repartos proporcionales», etc.) (Bosch, 1994, pp. 166—167).

Fundamentalmente, las técnicas que permiten resolver dichos problemas son:
el método de reduccién a la unidad, el método de las proporciones, el de la
regla de tres, el método grifico y la regla de las causas y efectos. Estas técnicas
se fundamentan en la Teorfa de las Razones y Proporciones o la Teorfa de las
Magnitudes Proporcionales (Bolea, 2002), y en términos praxeolégicos podria-
mos decir que son su discurso tecnoldgico tedrico.

2.1.1. La razdn: acepciones y principio base de la proporcionalidad

Histéricamente y segun el contexto, la razén se define como representacioén o
como objeto conceptual, lo que coincide con la tradiciéon geométrica griega que
incluye formulaciones de razones entre cantidades de la misma magnitud. Si-
guiendo esta idea Fiol y Fortuny (1990, en Valverde, 2012) sefialan que la razén
es parte de los nimeros racionales positivos porque toda razén entre magnitudes
designa una proporcionalidad entre cantidades que poseen la misma magnitud.
Esta postura, al igual que la anterior se inscribe en el contexto geométrico.

Si bien desde hace ya mucho tiempo la razén entre dos cantidades (a, b) y el na-

mero que la expresa (a/b) tienden a confundirse (la justificacién de esta fusion se
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halla en la evolucién del conocimiento matemitico mismo). Los sabios matema-
ticos de la antigua Grecia no consideraban nimeros mis que a los naturales. Los
ntimeros que hoy conocemos como los racionales positivos, eran expresados como
razones de ntimeros enteros (por ejemplo 3/5 era expresado como tres es a cinco).
Los ntimeros irracionales, como V2 fueron construidos varios siglos més tarde. Sin
embargo, los sabios griegos fueron capaces de identificar razones de cantidades de
magnitud a las que corresponden valores irracionales, como la razén que guarda la
circunferencia con el radio (1r). En estos casos se comprende que las razones hayan
sido muy necesarias. Pero conforme se fueron construyendo nuevos conjuntos nu-
méricos las razones tendieron a perder su razén de ser (Block, Mendoza y Ramirez,
2010, p. 71).

Una perspectiva diferente sefiala que «la razén es la cuantificaciéon de una re-
lacién multiplicativa que se puede calcular dividiendo (o multiplicando) una
cantidad por otra» (Ben-Chaim, Keret e Ilany, 2012, p. 25 en Valverde, 2012, p.
108). Una definicién asociada a la anterior es la de Ceballos (2012) quien sefiala
como razén de dos niimeros enteros al cociente de la divisién del primero (divi-
dendo) por un segundo (divisor). Un ejemplo de ello es la razén que se establece
entre 28 a 7 donde 28 es dividido entre 7 y representado como 28/7=4 o bien la
razén de 5 a 25 es 5/25=1/5.

Por su parte Llinares y Sinchez (1988) establecen la razén como una rela-
cién que deriva de los significados de las fracciones: parte-todo, cociente, ope-
rador y razén. El significado razén alude a la comparacion entre dos cantidades
de igual o diferente magnitud, se puede decir que no existe de modo natural
una unidad o un todo, sin embargo no hay que olvidar que, al pertenecer a uno
de los significados de las fracciones, constituyen un par ordenado de nimeros
enteros que representan una relacién todo-todo o bien parte-parte. Un ejemplo
de la primera relacién (todo-todo) seria:

A B

La relacién entre Ay B es de 3/5 0 3:5 y la relacién entre By A es de 5/3 0 5:3.
Un ejemplo de la relacién parte-parte se daria en el siguiente ejemplo:
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e (OO0

En este caso la relacién (razén) entre circulos negros y blancos es de 3/5 o bien 3:5.

Block (2010) sefiala la importancia de distinguir la razén desde esta perspec-
tiva porque constituye un valioso aprendizaje de las fracciones por ejemplo,
cuando el valor de la razén «dos por cada tres» (2/3 0 0.66) no es comprendido
claramente en términos numéricos, pero se sabe que $2 de impuesto por cada
$3 es equivalente a $4 de impuesto por cada $6 y que eso es mis que $2 de
impuesto por cada $10, desconocer el nimero que expresa la razén no impide
trabajar con la misma, es decir el trabajo con razones del tipo, «por cada dos,
tres» constituye un antecedente importante para comprender las fracciones del
tipo «2/3 de».

A diferencia de Llinares y Sinchez (1988), Godino, Batanero y Font (2003)
afirman que la razén no siempre es sinénimo de fraccién dado que las fracciones
pueden ser cualquier par ordenado de niimeros enteros cuyo segundo compo-
nente es diferente a cero, mientras que la razén constituye un par ordenado de
cantidades de magnitudes que se expresan a través de un nimero real y una
unidad de medida. De ahi que sefiale explicitamente una serie de diferencias
entre razén y fraccion:

+  Las razones comparan entre si objetos heterogéneos, objetos que se
miden con unidades diferentes. Por ejemplo, 3 jamones por 145 euros.
Las fracciones comparan el mismo tipo de objetos, por ejemplo «dos de
tres partes» que se indica con 2/3. La razén 3 jamones/145 euros no es
una fraccién.

+  Algunas razones no se representan con la notacién fraccional. Por
ejemplo, 10 litros por metro cuadrado.

*  Las razones se pueden designar mediante simbolos distintos de las frac-
ciones. La razén 4 a 7 se puede poner como 4:7, 0 4 = 7.

*  En las razones, el segundo componente puede ser cero. En una bolsa
de caramelos la razén de caramelos verdes a rojos puede ser 10:5, pero
también se puede decir que puede ser 10:0, si todos son verdes.

*  Las razones no siempre son niimeros racionales. Por ejemplo, la razén
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de la longitud de una circunferencia a su didmetro C/D es el nimero
p, que sabemos no es racional.

*  En general, las operaciones con razones no se realizan de igual manera
que las fracciones. Por ejemplo, 2 aciertos sobre 5 intentos (2:5), se-
guidos de 3 aciertos sobre 7 intentos (3:7) se combinan para producir
5 aciertos en un total de 12 intentos, o sea, con estas fracciones se pue-
de definir una «suma» de razones del siguiente modo. 2:5+3:7=5:12.
Esta suma no es la misma que la suma de fracciones (Godino, et-al, p.
420-421).

En la escuela es comin que la razén represente una divisién indicada, un co-
ciente exacto o un operador multiplicativo (Perry, et-al, 2003), sin embargo en
los tres casos se identifica con un niimero y por ello se trabaja desde la perspec-
tiva de nimeros fraccionarios y la proporcionalidad como una igualdad entre
fraccionarios. A diferencia de esta postura, la naturaleza de ambos conceptos
radica en la estructuracién de relaciones: una razén serd considerada como re-
lacién entre dos niimeros, entre dos cantidades o entre un nimero y una canti-
dad, por lo que no puede ser simplemente un niimero aislado.

Otros autores como Busquets (s.f. en Bosch, 1994) conciben la razén como
el resultado de la comparacién de dos nimeros y distinguen dos clases de ra-
zones: por diferencia o aritmética (9-6, donde 9 es el antecedente y 6 es el
consecuente) y razdn por cociente o geométrica (7/3, donde 7 es el antecedente
y 3 es el consecuente), para el caso de la primera se busca cudnto excede una
cantidad a la otra, restindolas, para el caso de la segunda se busca cudntas veces
contiene una a la otra, es decir se dividen.® También incorporan los términos
antecedente, consecuente y exponente, sefialando que una razén es la relacién
entre dos cantidades y el nimero que se desprende de esa relacién, por ejemplo
4/8, se llama valor de la razén; antiguamente se llamaba exponente de la razén
(Dalmau, 1938, en Bosch, 1994). Se podria representar una razén de ambas for-
mas: 6:3=2, o bien 6/3 y los dos puntos, que significan «es a», se mantuvieron en
los manuales de aritmética hasta principios del siglo XX. Un ejemplo derivado
de esta conceptualizacién surge en las situaciones del tipo: Si las edades de Sandra
y Perla son 6 y 3 afios, entonces la razdn entre sus edades es 6/3.

3. En este trabajo se hard referencia sélo a la razén y proporcién geométrica a las que se denominari
simplemente razén y proporcion.
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Si bien este autor usa representaciones de la razén como 6/3, sostiene la
diferencia entre razén y nimero fraccionario dado que la razén se ve como
exponente de una razén, esta identificacién entre razén y su exponente permite
entender que las razones guardan un comportamiento numérico en tanto se
multiplican y dividen por nimeros y también se multiplican y dividen entre
ellas (Bosch, 1994). Un ejemplo de la igualdad entre razones se observa cuando
se dan iguales exponentes (resultado o razén), por ejemplo en el caso siguiente
el 5 es el exponente en cada una de las razones e indica las veces que el conse-
cuente esta contenido en el antecedente.

25:5; 60:12; 400:80; 5000:1000; etc.

Como se observa, las razones tienen un comportamiento similar al ndmero sin
serlo como tal, es decir se multiplican y dividen por nimeros y se multiplican
y dividen entre ellas.

*  Una razdn se multiplica por un nimero, multiplicando por este nime-
ro su antecedente o partiendo por el mismo consecuente (...).

*  Una razén se divide por un ndmero, partiendo por este ndmero su
antecedente o multiplicando por este niimero su consecuente.

*  Una razén no altera, multiplicando o partiendo ambos términos por un
mismo niimero (...).

*  Para multiplicar una razén por otra, se multiplican entre si los antece-
dentes y su producto se divide por el producto de los consecuentes.

*  Paradividir una razén por otra, se multiplica el antecedente de la razén
dividiendo porel consecuente de larazén divisor; el consecuente de la ra-
zén dividiendo porelantecedente de larazén divisor y se divide el primer
producto por el segundo (...) (Dalmau, 1938, en Bosch, 1994, p. 186).

Entonces, una razén es aquello que se puede manipular cuando, dados dos nii-
meros, existe un objeto denominado razén de estos niimeros que permite es-
tablecer relaciones como 5:6, cuyo funcionamiento con otra razén se podria
establecer como (5:6) (7:8) =35:48.

Asi, las razones se situardn [...] en un nivel mis elevado dentro de la je-
rarquia de los objetos matematicos: tienen que ver con los nimeros —de los
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que heredan las propiedades y a los que permanecen vinculadas a través de su
exponente- pero no se van a manipular exactamente como si fueran niimeros»
(Bosch, 1994, p. 187). Por ejemplo, dada la razén 2:3/5 no puede manipularse
como divisién donde el 2 se divida entre 3/5 y se establece la multiplicacién «en
cruz» (2:5) /3=10/3, en este ejemplo Dalmau (1938, en Bosch, 1994) sefiala a la
razdén como algo propio de una razén compuesta, cCOmo una transformacién
distinta a lo que indicaria el manejo numérico. Siguiendo el mismo ejemplo en
la razén 2:3/5, se puede hacer una transformacién 2:3/5=2(5) :(3-5) /5=10:3 que
si bien parece un resultado equivalente su significado es diferente, en tanto que
la primera alude a una divisién de fracciones y la segunda a una serie de razones.

Por otro lado, la razén es considerada como relacién de equivalencia entre
un conjunto de pares ordenados cuando aparece una funcién de un par orde-
nado (7 a 3=7/3), para justificarla se hace referencia al estatuto légico de razén
que describe Freudenthal (1983) cuando sefiala que «el significado propio de la
raz6n es hablar sobre igualdad (o desigualdad) de razones sin conocer el tamafio
de la razon, ser capaz de decir con sentido a es a b como ¢ es a d, sin anticipar
que a es a b, puede reducirse a un niimero o valor de magnitud a/b de modo
que entonces dado que c es a d es lo mismo a/b=c/d» (p.3). Esta definicién se
formaliza al establecer la relacién de equivalencia entre dos pares (a, b) y (c, d),
lo que alude primero a una igualdad de las razones o relacién de equivalencia de
aa by decad, estarelacion vista desde la matematizacién cldsica corresponde a
la nocién de proporcién, por lo que no se podria formalizar la razén sin definir
la proporcién de donde deriva (Bosch, 1994).

Se podria decir entonces que en la organizacién clésica la nocién de razén
de magnitudes y de niimeros aparece como nocién primitiva otorgada cultural-
mente, esto es, aunque no exista una necesidad matemadtica para la introduccion
de la nocién de razén en el texto de ensefianza clésico, existe una legitimidad
cultural que lo justifica en la escuela.

2.1.2. La proporcion

El término proporcidn proviene del latin proportionem que constituye una con-
traccién de proportione, significa «segtin la parte», en el contexto de la Didactica de
las Matemiticas se define como igualdad de dos razones, Fernandez (2001) sefiala
que cuando dos razones son equivalentes se pueden igualar los cocientes indica-
dos por éstas y obtener una relacién entre las medidas de cuatro o més cantida-
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des que se vuelven homogéneas dos a dos, si a/b=x y c¢/d=x entonces la igualdad
puede expresarse como a/b=c/d, lo que indica una proporcién, cuyos términos
extremos y medios quedan representados como a:b::c:d, se lee «aes a b como ces
a d». En este caso aparece una propiedad de la proporcion, la suma de anteceden-
tes dividida por la suma de consecuentes es igual a las razones de tal proporcioén.

Fiol y Fortuny (1990, en Valverde, 2012) definen la proporcién mediante
la razén entre dos cantidades, la proporcién significa cociente de las medidas
de las cantidades, la razén y la proporcién se toman como sinénimos dado que,
sefialan, la proporcion de dos magnitudes es la razén entre la mayor y la menor.
Por su parte Godino (2004) afirma que cuando en una situacion intervienen dos
pares de niimeros que se corresponden se establece una proporcién que repre-
senta un caso particular de la proporcionalidad directa, por ejemplo, si a 21 le
corresponde 6y a 28, 8, se representa 6=21(2/7) y 8=28(2/7), 21----6 y 28----8
forman una proporcién que se aprecia como una igualdad de razones.

A decir de Postigo (1958), Busquets (s.f) y Dalmau (1938) (en Bosch, 1994)
la formulacién clésica de proporcion la define como igualdad de dos razones
geométricas, llamada también equicociente, igualdad fraccionaria o propor-
cién. Desde esta perspectiva, cuatro niimeros colocados en un orden definido
forman una proporcién si la razén de los dos primeros es igual a la de los dos
tltimos. Dalmau (1938) distingue dos formas de escribir una proporcién en las
que la igualdad es una condicién:

a) Proporcién discreta: se escribe primero una razén, luego los cuatro
puntos y después otra razén igual a la primera. Sus cuatro términos son
diferentes o sus medios no son iguales. Por ejemplo: a/b=c/d o bien
500Km/50Km = 200Km/20Km. Los cuatro elementos se denominan
cuarta proporcional y cada término representa una cuarta proporcional
de los otros tres.

b) Proporcién continua: se escribe un niimero como primero y segun-
do término, un multiplo o submdltiplo del primero como tercero
y el mismo multiplo o submultiplo del tercero como cuarto térmi-
no a/b=b/c. Los términos medios o términos extremos son iguales
1/3=3/9, se denomina tercera proporcional a cada uno de los térmi-
nos que no son iguales y media proporcional o geométrica al térmi-
no que se repite (en Bosch, 1994).
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En el paradigma clisico, la igualdad 1/3=3/9 representa la igualdad de los
exponentes de las razones en juego, posteriormente cuando se distingui6 una
razén de su exponente, se sustituye la relacién de la proporcién a:b::c:d por
la de la igualdad numérica b/a=d/c y ambas representaciones fueron conside-
radas equivalentes (Bosch, 1994). De tal equivalencia se deriva la Propiedad
fundamental de las proporciones (a/b=c/d si y sélo si ad=bc). De esta propie-
dad se deriva que, si el producto de los medios es igual al producto de los
extremos, es posible calcular cualquier término de una proporcién al conocer
el valor de los otros tres.

Una segunda propiedad afirma que en toda proporcién la suma o la dife-
rencia de antecedentes es la suma o diferencia de consecuentes, como un ante-
cedente es a su consecuente, esto es, a/b=c/d=(a +/- c)/(b +/- d), en términos nu-
méricos 6/12=2/4 se tiene (6+2)/(12+4)=8/16 o bien 6/12=2/4=(6-2)/(12-4)=4/8.
De aqui se desprenden los corolarios de las proporciones, el primero sefiala que,
en toda proporcién, un extremo es igual al producto de los medios dividido por
el otro extremo, es decir a/b=c/d, a=(b-c)/d. El segundo corolario afirma que en
toda proporcién un medio es igual al producto de los extremos dividido por el
otro medio, o sea a/b=c/d, b=(a-d)/c. Estas propiedades amplian el nimero de
operaciones con las cuales manipular los términos de una proporcién.

La igualdad a/b=c/d es ciertamente un modelo escrito que puede provenir del mo-
delo discursivo inicial «a es a b como ¢ es a d»; pero este modelo proporcional frac-
cionario es semidticamente distinto de la escritura a:b::c:d (que llamaremos modelo
proporcional clésico). [...] Con la desaparicién tardia del paradigma clasico, [...] se
acabard llamando proporcién a la igualdad de fracciones, es decir a lo que clisica-
mente no era mis que una condicién para la formacién de una proporcién. [...] El

modelo cldsico podré ser dominante y el fraccionario auxiliar (Bosch, 1994, p. 200).

En esta misma perspectiva Dalmau (1938) afirma que cuatro niimeros colocados
en un orden determinado, forman una proporcién siempre y cuando verifiquen
que la razén de los dos primeros sea igual a la de los dos tltimos. Asi pues, una
proporcidn se conforma por cuatro términos a partir de dos razones donde cada
una tiene su antecedente y su consecuente, el primero y el tercer término repre-
sentan los antecedentes de la proporcién mientras que los otros dos representan
los consecuentes.
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De esta manera se establece la escritura cldsica de la proporcién, diferente
a la forma fraccionaria en la que terminard transforméndose, la nomenclatura
lineal a:b::c:d se mantendrd pero dejard de ser transparente cuando se impon-
ga el modelo fraccionario a/b=c/d, lo que permitiria posteriormente a Dalmau
(1938), definir la regla de tres como «la que nos ensefia a resolver los problemas
que dependen de una o mis proporciones» (en Bosch, 1994, p. 170).

2.1.3. La proporcionalidad

La proporcionalidad aparece en diversas situaciones, se vincula con nociones
matemiticas como las conversiones de unidades, iiguras a escala, semejanza,
trigonometria, funciones, porcentajes, razén y la relacién entre estas nociones
sirve para identificar las relaciones que competen tanto a la proporcionalidad
como a otras nociones involucradas (Balderas, Block y Guerra, 2011).

Sin embargo, es importante distinguir entre proporcionalidad y razona-
miento proporcional, «el razonamiento proporcional [...] es un prerrequisi-
to para comprender contextos y aplicaciones basados en la proporcionalidad»
(Lamon, 2005, p.3), mientras que la proporcionalidad desempeifia un rol en las
aplicaciones dominadas por los principios fisicos como la mecinica, la fuerza,
la 6ptica, la acustica entre otros, implica una relacién entre dos variables o dos
secuencias de ndmeros que se relacionan unas con otras y cualquier combina-
cién lineal de los valores de una corresponde a la misma combinacién lineal de
los valores que corresponden a la otra (Géron, Stegen y Daro, 2005). En este
sentido la proporcionalidad seria una propiedad de las magnitudes cuando su
cociente (directa) o su producto (inversa) es constante. Para Bkouche (s.f.), la
proporcionalidad es una relacién de igualdad, una correspondencia proporcio-
nal entre dos tipos de cantidad de A y B, es una correspondencia que asocia
cada valor «a» con un tipo de cantidad A y cada valor «b» con un tipo de can-
tidad B.

Se puede afirmar entonces que, en una relacién de magnitudes cuando apa-
rece un ntmero que indica una correspondencia proporcional, alude al factor
o constante de proporcionalidad, por ejemplo la relacién entre precio por litro
de agua y cantidad de litros utilizados son cantidades proporcionales. En el caso
siguiente el factor constante de proporcionalidad es 8 pesos.
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Litros de agua 1 2 3 4
Precio en pesos 8 16 24 32

Tabla 1. Factor constante de proporcionalidad (Elaboracién Propia).

Ahora, el factor constante de proporcionalidad no siempre guarda las mismas
relaciones entre magnitudes, Block, et-al., (2010) distinguen esas relaciones en
situaciones como las siguientes:

Caso 1 Tiempo 3h 6 h 9h

X 70 Km/h Distancia 210 Km 420 Km 630 Km

Tabla 2. Magnitudes de distinta naturaleza (Block, et-al., 2010, p. 33).

En la situacién anterior hay una relacién entre dos magnitudes de distinta natu-
raleza, a cada niimero de horas le corresponde una distancia y el factor constante
de proporcionalidad 70 Km/h constituye un nimero con unidad, es decir con di-
mension, puesto que al tener un movimiento uniforme, la unidad kilémetros por
hora (70 Km/h) se convierte en la medida de la velocidad como tercera magnitud.

En el caso 2 la relacién entre dos magnitudes es de la misma naturaleza, lon-
gitudes, aunque las unidades son distintas (millas y kilémetros), existe dimen-
sién y en tal caso el factor de proporcionalidad se llama factor de conversion.

Caso 2 Kilémetros 1 15 12
X 0.62 millas/Km.  Millas 0.62 9.3 7.44

Tabla 3. Magnitudes de la misma naturaleza y unidades distintas (Block, et-al., 2010, p. 33).

En el caso 3 la relacién entre dos magnitudes es de la misma naturaleza y ademas
las unidades son iguales, centimetros. El factor de proporcionalidad no tiene
dimensidn, la relacién se manifiesta al aumentar cuatro veces el tamafio original.
En este tltimo caso es posible observar que el factor de proporcionalidad permi-
te la expresion de las relaciones enunciadas con una férmula, lo que mostraria
cierta evolucién de la organizacion clésica, por ejemplo las medidas de la igura
B=4x medidas de la figura A.
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Caso 3 Figura A 4 cm 5cm 7 cm
X4 Figura B 16 cm 20 cm 28 cm

Tabla 4. Magnitudes de la misma naturaleza y unidades iguales (Block, et-al, 2010, p. 33).

Ahora bien, la relacién que se establece entre las magnitudes permite ubicar
cada situacién en determinado campo conceptual de la proporcionalidad, de ahi
que se puedan identificar situaciones donde las magnitudes se vinculan de modo
proporcional ya sea de modo directo, inverso o compuesto. La situacién mds
comtin, de proporcionalidad directa, se establece cuando en una relacién de dos
magnitudes, ambas se multiplican o dividen por el mismo nimero. Sin embar-
go, Oller (2012) desarrolla diversas caracterizaciones para presentar la relacion
directamente proporcional de magnitudes:

1. Por razones internas. Dos magnitudes son directamente proporcio-
nales si la razén entre dos cantidades de una es la misma que la razén
entre las dos cantidades de la otra.

2. Por razones externas (o por conservacién de un cociente). Dos mag-
nitudes son directamente proporcionales si el cociente entre pares de
cantidades correspondientes permanece constante.

3. Multiplicativa. Dos magnitudes serin directamente proporcionales
cuando al multiplicar o dividir una cantidad de la primera por dos, tres,
cuatro, etc., la segunda magnitud también se multiplique o divida por
dos, tres, cuatro, etc.

4. Por aumentos o disminuciones. Dos magnitudes son directamente
proporcionales cuando al aumentar o disminuir una de ellas, la otra
aumenta o disminuye en la misma proporcién. Esta caracterizacion ha
sido sefialada también como incorrecta dado que no siempre las rela-
ciones entre magnitudes son de proporcionalidad.

5. Caracterizacién explicitamente funcional. Dos magnitudes son direc-
tamente proporcionales si estdn relacionadas a través de una funcién
lineal y=kx (0 aniloga).

6. Implicitamente funcional. Existen dos versiones:
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a) Dos magnitudes son directamente proporcionales si estin relacio-
nadas mediante una funcién y=f(x) tal que f(ax)=af(x).

b) Dos magnitudes son directamente proporcionales si se correspon-
den en igualdad y, en suma, si estdn relacionadas mediante una

funcién: y=f(x) tal que f(a+bh)=f(a)+/(b).

Para el caso de la proporcionalidad directa, la constante de proporcionalidad
cuantifica la regularidad de las cantidades involucradas, por ejemplo la expre-
sién 3 pdginas se leen en 6 minutos, indica una regularidad entre el nimero de
piginas que se leen y el tiempo. Asi, la constante de proporcionalidad es 6/3,
minutos/nimero de piginas, lo que indica que cada pigina se lee en 6/3=2 mi-
nutos.

Al igual que la directa, la proporcionalidad inversa suele manejarse sefia-
lando que dos magnitudes son inversamente proporcionales si al multiplicar o
dividir una de ellas por un nimero, la otra queda dividida o multiplicada por el
mismo ntimero. En el mismo sentido Oller (2012) sefiala que es muy frecuente
que las caracterizaciones de una y otra proporcionalidad se encuentren empa-
rejadas de la misma manera, asi para la proporcionalidad inversa se encuentran
las siguientes:

1. Por razones internas. Dos magnitudes son inversamente proporcio-
nales cuando la razén entre dos cantidades de una de ellas es la razén
inversa de la razén entre las dos cantidades que corresponden a la otra.

2. Por conservacién de un producto. Dos magnitudes serdn inversamente
proporcionales si los productos de cantidades correspondientes a las
dos magnitudes son constantes.

3. Multiplicativa. Dos magnitudes son inversamente proporcionales
cuando al multiplicar o dividir una cantidad de la primera magnitud
por niimeros enteros la cantidad de la segunda magnitud queda dividi-
da o multiplicada por tales niimeros.

4. Por aumentos y disminuciones. Dos magnitudes son inversamente
proporcionales cuando aumenta o disminuye una de ellas y la otra lo
hace también en la misma proporcién.

5. Explicitamente funcional. Dos magnitudes serin inversamente pro-
porcionales si estin relacionadas a través de una funcion y=k/x.
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6. Implicitamente funcional. Se aplica si al multiplicar una cantidad de
la primera magnitud por un niimero, la cantidad correspondiente a la
segunda cantidad queda dividida por el mismo niimero. Estdn relacio-

nadas mediante una funcién del tipo y=f(x) tal que f(ax)=f(x)/a.

En este tipo de proporcionalidad, se precisa una cantidad constante, sin posi-
bilidades de modificarse e independiente de la condicién de regularidad, por
ejemplo: Para llenar un depo'sito de agua 3 llaves tardan 12 horas, si se abren 5 llaves
seudnto tiempo tardardn en llenar el depdsito? El problema tiene la condicién de
regularidad, todas las llaves vierten la misma cantidad de agua por hora, también
existe una constante de proporcionalidad, la capacidad del depésito no varia y
es la misma condicién para ambas situaciones (3 llaves y 5 llaves). Al no variar
la cantidad del depdsito se identifica como proporcionalidad inversa en la que
se busca la cantidad desconocida a través del valor unitario. Asi, una sola llave
tardard 12-:3=36 horas y, abriendo las 5 llaves se tardard 36/5=7.2 horas.

2.1.4. Implicaciones de la Organizacion Cldsica

Desde la perspectiva de Bosch (1994), la aritmética ha representado el entorno
primordial de la proporcionalidad al plantear la relacién funcional entre dos
variables, sin embargo, afirma, este reduccionismo llevé en un momento dado
a que Postigo (1954, en Bosch, 1994) ampliara esta visién al considerar que las
cantidades variables dependientes entre si, pueden relacionarse de formas des-
iguales lo que conducirfa necesariamente a una diversidad de sistemas, entre las
que se encuentran los sistemas directamente proporcionales y los inversamente
proporcionales o reciprocamente proporcionales.

Por lo general, en los problemas de proporcionalidad se parte de sistemas
con dos magnitudes que aparentemente son proporcionales, por ejemplo: can-
tidad de mercancia y precio, cantidad de trabajo y niimero de obreros, de modo
tal que la nocién de proporcionalidad se vincula con esos sistemas que, para
la organizacién cldsica, representan el primer modelo de la relacién de pro-
porcionalidad. La existencia de la proporcionalidad entonces se basa en que la
relacion entre magnitudes cumpla con algunas condiciones para establecer su
proporcionalidad. Al seguir esta idea, Comin (2000, en Garcia, 2005) propone
tres tipos de razones para justificar la proporcionalidad del sistema:
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*  Una ley fisica. El sistema puede inducir la ley, por ejemplo en el sistema
formado por el nimero de hojas de papel en un paquete y su grosor,
aparecen restricciones del propio sistema, que las hojas sean siempre
del mismo tipo. La ley fisica aparece al establecer que el grosor de n
hojas de papel es n veces el grosor de una hoja.

*  Necesidad matemdtica o [dgica. Un ejemplo, los alumnos deberdn cons-
truir un rompecabezas ampliado tomando en cuenta que un segmento
de 4 centimetros del rompecabezas original medird ahora 7 centime-
tros, la necesidad 16gica estipula que las piezas encajen perfectamente,
con ello se justificaria la relacion del sistema.

*  Convencién social. Es una accién del entorno sobre el sistema me-
diante una convencién social que podria modificarse si existiera una
variante a la relacién entre magnitudes algo como «compre tres y

pague dos».

A decir de Bolea (2002), en un problema de proporcionalidad simple hay cuatro
cantidades g, b, ¢, x, las dos primeras se asocian a una magnitud M mientras que
las segundas a una magnitud M’, la correspondencia entre una y otra vincula a
con ¢y b con x que resulta desconocida®.

La organizacién clisica propone un modelo de la relacién entre ambas
magnitudes en funcién de las cantidades a, b, ¢ y la x. Tal relacién pudiera ser
directa o inversa lo que se traduciria en una ecuacién proporcional, a/b=c/x en
la proporcionalidad directa y a/b=x/c en el la proporcionalidad inversa. En estos
casos la técnica para resolver la ecuacién proporcional se justifica con el sistema
técnico-tecnoldgico de la Teorfa de las Razones y Proporciones donde se ex-
presan las siguientes reglas que a la vez son técnicas de resolucion:

a) Si x constituye un extremo, entonces se multiplican los medios y se
divide por el otro extremo, es decir x=bc/a, este caso resulta en una
situacién directa.

4. Esta situacién corresponde al campo conceptual de las estructuras multiplicativas en donde todas las
situaciones que pueden ser analizadas como problemas de proporciones simples y multiples para los que
es necesaria una multiplicacién, una divisién o bien la combinacién de ambas. Diversos conceptos ma-
temdticos se encuentran involucrados en las situaciones derivadas de las estructuras multiplicativas, entre
éstos estin el de funcién lineal, no lineal, espacio vectorial, anélisis dimensional, fraccién, razén, nimero
racional, multiplicacién y division (Vergnaud, 1990).
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b) Six esun medio, entonces se multiplican los extremos y se divide entre
el otro medio, x=ac/b, donde se tiene una situacién inversa.

Estas técnicas resultan eficientes para resolver los problemas de proporcionalidad
simple caracteristicos de la organizacién clisica, no obstante sus limitaciones se
encuentran en el nivel tecnolégico-tedrico. En la primera situacién la Teoria
de las Razones y Proporciones se utiliza para particularizar un tipo de relacién
entre magnitudes, pero con nuevas herramientas algebraicas y funcionales se
podria trabajar este mismo tipo de problemas en otros dmbitos: economia, es-
tadistica, ingenieria, medicina, geologfa, quimica y fisica, entre otros. En la
segunda situacion, el discurso que justifica la regla de tres se basa en evidencias
culturales asociadas con la manipulacién de magnitudes, lo que no permite pro-
poner una tecnologia con posibilidades de explicar las variaciones técnicas de la
regla de tres inversa y compuesta. Sin esta tecnologia, el uso de esas técnicas en
la préctica, limitan a los problemas de proporcionalidad inversa y compuesta a
problemas de proporcionalidad simple entre una magnitud y la inversa de otra
o entre una magnitud y el producto de otras (Bolea, 2002).

2.1.5. Los sistemas proporcionales

Los problemas de proporcionalidad de la aritmética clasica pueden describirse
de la siguiente manera: «Consideremos un sistema caracterizado por dos varia-
bles reales (u, v) tales que v=f{u), donde f es una funcién lineal de R en R. Se
supone que f viene determinada por un par de valores (a, ¢) con c=f{a). Dado
un valor b de la variable u, se trata de determinar el valor correspondiente de la
variable v (es decir de f (b))» (Bosch, 1994, p. 211).

Entonces los sistemas proporcionales se caracterizan por dos variables defi-
nidas por uno de sus estados (a, ) y se trata de determinar el otro estado (b, x)
donde se conoce el valor de b. Este tipo de sistemas se denominan «directamente
proporcionales», de ellos se desprenden los problemas de proporcionalidad sim-
ple y directa, mientras que la proporcionalidad inversa se caracteriza mediante
una funcién «hiperbélica» donde f(u)=k/u para cierta constante k#0, se hace
referencia a los sistemas inversamente proporcionales. Son estos tipos de pro-
blemas los que justifica la Teoria de las Razones y Proporciones, también donde
las ecuaciones proporcionales fungen como modelos de estos sistemas que per-
miten la produccién de conocimientos sobre los sistemas en la bisqueda de x.
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Desde otra perspectiva Busquets (s.f., en Bosch, 1994), afirma que un sis-
tema proporcional es un sistema de dos variables modelizable por una propor-
cién, dos magnitudes variables que se relacionan entre si de modo tal que una
de ellas dependa de la otra serdn proporcionales, es decir, si entre dos valores
de la primera y los correspondientes con la segunda se establece una propor-
cién. Tales criterios son los que definen si un sistema es proporcional o noy
se pueden distinguir diversos tipos de tareas (T) que aluden a una relacién de
proporcionalidad:

a) Tareas del valor faltante.

Son situaciones que se resuelven con una multiplicacién o una divisién, se iden-
tifican porque se conocen tres términos y se desconoce uno (Block, 2010). Una
tarea tipica del valor faltante es: si se pagan $18 pesos por 2 kilos de naranja, jeudn-
to se pagard por 5 kilos? En esta tarea se plantea una relacién de dos magnitudes
proporcionales que pueden representarse de la siguiente manera:

Peso en Kg. Costo en pesos
2 18
5 ?

No se especifica cudnto cuesta 1 kilo de naranja, a este valor se denomina valor
unitario dado que designa el valor de una magnitud que corresponde a una
unidad de la otra magnitud. En toda relacién entre dos magnitudes existen dos
valores unitarios, en el ejemplo el segundo valor unitario es la cantidad de na-
ranjas que se darfa por un peso.

Block (2010) ilustra otros tipos de situaciones que corresponden al valor
unitario, por ejemplo cuando el valor unitario no es un nimero entero y la
razén interna si lo es: Si 4 canicas cuestan 3 pesos, jeudnto costardn 12 canicas? El
valor unitario de cada canica es de $0.75, la razén interna es un ntimero entero,
tres porque 12 canicas constituyen el triple de cuatro canicas. En otros casos la
raz6n interna no es entera, por ejemplo: Si se dan 4 saltos y se avanzan 6 metros
en total, al dar 6 saltos jcudntos metros se avanza?, el valor unitario no es entero,
un salto corresponde con 1 %; la razén interna no es entera, es 4/6, lo que lle-
varfa a un procedimiento multiplicativo para su resolucién. Cuestiones como la
anterior permiten comprender que el valor unitario y el factor de proporciona-
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lidad son diferentes, el valor unitario remite a una relacién entre dos cantidades
mientras que el factor de proporcionalidad es un nimero jugando el papel de
multiplicador: X3.

b) Tareas de comparacién

Las tareas de comparacién son tareas donde la razén es el objeto mismo de la
pregunta a través de una cualidad (Block, et-al., 2010), por ejemplo cuando se
compara el sabor de una limonada éste no depende exclusivamente de los va-
sos de jugo, también de la cantidad de vasos de agua, es decir hay una relacién
entre ambas cantidades que puede plantearse como: Tres vasos de agua por dos
vasos de jugo o cinco vasos de agua por dos de jugo. El porcentaje también es propio
de algunas tareas de proporcionalidad, calcular el porcentaje de una cantidad
determinada equivale a resolver una actividad relacionada con magnitudes di-
rectamente proporcionales.

Otras tareas relacionadas con la proporcionalidad son aquellas donde se
aplican de manera sucesiva dos o miés factores de proporcionalidad m y n, que
equivale a aplicar el factor (mn) (Block, et-al., 2010), ejemplo de este tipo de
tareas son las situaciones de escala: la figura Y es una ampliacién de la figura X,
los lados de la figura Y miden el doble de los lados de la figura X mientras que
los lados de la figura Z miden el triple de los lados de la igura B.

La proporcionalidad maltiple también constituye un tipo de problemas de
este campo y se caracterizan porque una magnitud es proporcional a otras dos
o mis, Block (2010) lo ejemplifica asi: Para calcular la cantidad de agua que se
necesitard en una excursion, se estima que por cada tres dias y por cada cinco nifios se
requieren 20 litros, seudntos litros se necesitardn si la excursion tendrd una duracién
de 15 dias y se tendrd una asistencia de 20 nifios?, en esta tarea los litros de agua
son proporcionales a dos magnitudes, el niimero de nifios (siendo constante el
ntiimero de dias) y el niimero de dias que dura la excursién (siendo constante el
niimero de nifios), en esta situacién tanto la magnitud ndmero de nifios como
ntimero de dias no son interdependientes. Este problema es de proporcionalidad
compuesta porque la relacidn se establece entre més de dos magnitudes y dicha
relacion que puede ser directa o inversamente proporcional.

Una definicién miés elaborada sefiala que «Una magnitud es proporcional
(de forma compuesta) a otras varias cuando es proporcional (directa o inver-
samente) a cada una de ellas al permanecer fijas las restantes» (Oller, 2012, p.
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86). Un ejemplo serfa: Seis albafiiles construyen 36 metros cuadrados en 12 dias,
seudntos metros cuadrados construirdn 8 albaiiiles en 16 dias? En este problema
hay tres magnitudes: niimero de albaiiiles, metros cuadrados construidos y dias
trabajados. El resultado que se pide son metros cuadrados construidos, por lo
que es necesario ver la relacién que tienen las otras dos magnitudes respecto a
la variable resultado:

*  Albaiiles y metros construidos: relacién directamente proporcional.
*  Dias y metros construidos: relacién directamente proporcional.

Se puede apreciar que cuando hay una relacién directa entre magnitudes, la
raz6én de las cantidades de la primera magnitud multiplicada por la razén de las
cantidades de la segunda magnitud es igual a la razén de las dos cantidades de
la tercera magnitud.

2.1.6. Las técnicas en la Organizacidn Cldsica

En el tenor de Bosch (1994), se puede decir que la organizacién clésica y sus
situaciones de proporcionalidad son un conglomerado de objetos y précticas
adyacentes a las razones y proporciones constituido por: a) las magnitudes pro-
porcionales, b) las técnicas y, ¢) el conjunto de tareas que permiten resolver. Por
ello, resulta relevante identificar el tratamiento que la organizacion cldsica da a
la proporcionalidad destacando las técnicas que propone para la resolucién de
los problemas, de igual forma es importante revisar otras técnicas que pudieran
no ser parte de la organizacion cldsica pero que posibilitardn identificar los limi-
tes tedricos sobre el tratamiento clisico de las situaciones de proporcionalidad,
estos aspectos seran abordados a partir del anilisis de los sistemas proporcionales,
su caracterizacién, composicién y funcionalidad.

La regla de tres

En la organizacién clisica, la técnica mds asociada con los problemas de pro-
porcionalidad es la regla de tres, un estereotipo claro con una funcionalidad
evidente que no se cuestiona porque se supone que puede establecerse en un
conjunto de instituciones cuando es aceptable en ese medio institucional, si
ocurre lo contrario la institucién cuestiona su pertinencia y eventualmente pue-
de rechazarla. La «regla de tres» ha sido descrita como:
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Un procedimiento aplicable a la resolucion de aquellas cuestiones en que, cono-
ciéndose valores simultineos de dos o mds magnitudes directa o inversamente pro-
porcionales, deba averiguarse el valor que a una de ellas corresponda al dar un

nuevo valor a la otra u otras (Busquets, s.f. en Bosch, 1994, p. 225).

Por ello resulta titil en un sistema aparentemente proporcional donde existen
tres niimeros conocidos y se pide encontrar el valor de un cuarto «x» denomi-
nado cuarta proporcional. El procedimiento a seguir serfa multiplicar el tercer
ntimero por el segundo y dividir el resultado por el primero. No obstante su
sencillez «... esta técnica primitiva se volvid no evidente, poco comprensible e
incluso inaceptable [...] acabé pareciendo puramente mecénica» (Bosch, 1994,
p- 225) por esta razén, nos dice esta autora, en el contexto de la organizacién
clasica se buscé legitimarla epistemolégicamente promoviendo una ejecucién
ripida y fiable, capaz de superar dificultades como el manejo de los nameros
fraccionarios, el trabajo con magnitudes inversamente proporcionales y con
mids de dos magnitudes proporcionales. Al parecer esta legitimidad garantizé
su presencia en la matemitica escolar, pero cuando la organizacién clisica evo-
luciona, se modernizan las técnicas y surgen unas nuevas que coexisten con la
regla de tres.

b) La reduccién a la unidad

En los sistemas de proporcionalidad directa también se usaba el método de re-
duccién a la unidad que puede ser considerado como la técnica primitiva cuya
evolucién y desarrollo permitié el origen de la organizacién clasica. Un ejem-
plo derivado de esta técnica se encuentra con Leyssenne (1878, en Bosch, 1994)
quien plantea un problema similar al siguiente: Cinco metros de tela cuestan 20
pesos. jJCudnto cuestan 3 metros de la misma tela?

Para solucionarlo se determina el cardcter directo o inverso del sistema y
se crea un modelo tabular cldsico en el que se asume que los metros y los pesos
son directamente proporcionales, de esta manera incluye los datos sobre lineas
horizontales sefialando como X a la incégnita:

5 metros 20 pesos

3 metros X pesos
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El modelo tabular permite comprender que, si 5 metros cuestan 20 pesos, 1
metro costard 5 veces menos o, 3 metros costaran 3 veces menos o (20-3)/5. Al
realizar la operacion se tiene que:

X = (20 - 3)/5 = 12 pesos

Cuando se afirma «veces menos» o «veces mis», se establece la linealidad de la
funcién y se sefiala la operacion que debera desarrollarse, de esta manera el mé-
todo de reduccién a la unidad se justifica a si mismo con el simple hecho de lle-
varse a cabo, es decir, en tanto que los elementos trabajados en la resolucién son
parte del enunciado del problema, esto los hace objetos culturalmente familiares
y sus propiedades no son cuestionadas. Busquets (s.f., en Bosch, 1994), deno-
minarfa procedimiento prictico al proceso de deduccién a través de la compa-
racién de los valores conocidos de una magnitud, si el valor de la incégnita es
mayor o menor que el término homogéneo con ella, en el ejemplo anterior el
término homogéneo a X es 3m vy se identifica que se estd multiplicando dicho
término por el mayor (20 pesos) y dividiéndolo por el menor de los de la otra
magnitud (5 metros), o procediendo de modo inverso.

La tecnologia que justifica esta técnica sélo demanda al conjunto de co-
nocimientos que la misma cultura ha designado a los sistemas estudiados. No
obstante, este soporte tecnolégico también se constituye como una restriccion
para la resolucién de otros tipos de problemas, sobre todo aquellos en los que
la reduccién a la unidad lleva a razones cuyo exponente carece de un valor
numérico susceptible de ser interpretado en términos del sistema, un ejemplo
es el siguiente: Si para elaborar 73 ladrillos se requieren 6 albaiiiles, para elaborar
un ladrillo scudntos albaiiiles se necesitan? Como puede apreciarse, esta situacion
se torna irreal en el sistema planteado y aunque pueda resolverse exitosamente
mediante la reduccién a la unidad o la regla de tres, el resultado resulta absurdo,
lo que significa que el sentido del problema no obedece al tipo de técnica em-
pleada sino a la naturaleza del planteamiento.

De acuerdo con Bosch (1994) en esta situacion se aprecia un ejemplo del
trabajo institucional sobre una técnica, es decir, se cumple con un mecanismo
previamente dominado que aparentemente se adapta a cualquier tarea de pro-
porcionalidad, sin embargo el proceso de fragmentacién institucional de las
técnicas genera dificultades semdnticas y sintdcticas, porque las diferentes ver-
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siones de una misma técnica suelen provocar obsticulos en la comprensién de
las pricticas realizadas en diversas instituciones, es decir, si una técnica ha sido
instaurada en una institucién como verdadera, los contextos deberdn ajustarse a
dichas técnicas para resultar compatibles.

Ahora bien, la permanencia de las organizaciones cldsicas de la proporcio-
nalidad en las instituciones educativas se asocia con el tipo de representaciones
que se utilizan y el tipo de cuestiones en las que se inscribe la modelizacién
funcional. Esto significa que si de lo que se trata es de resolver problemas de
proporcionalidad simple, las técnicas justificadas por la Teoria de las Razones y
las Proporciones no se comparan con las funcionales en términos de sencillez
y facilidad. En este mismo sentido, para Bolea (2002) la organizacién cldsica
puede ser eficiente en su dmbito particular, aunque sus limitaciones se ubican
en el nivel tecnolégico-tedrico y afectan tanto la funcién de descripcion de la
organizacidén como la de justificacion de las técnicas.

Finalmente, debe resaltarse que la organizacién clisica de la proporcionali-
dad, en tanto marco centrado en la Teoria de las Razonesy las Proporciones, tuvo
como principal objetivo permitir la resolucién de problemas de proporcionali-
dad y una transicién hacia otro tipo de organizacion, la modelizacién funcional.

2.2. SISTEMAS PROPORCIONALES Y MODELIZACION FUNCIONAL

Las organizaciones matemdticas determinan los tipos de tareas y las técnicas
que se han ensefiado en las instituciones escolares, si el Modelo Epistemoldgico
de Referencia (MER) de Bosch (1994) y Bolea (2002) se inscribe en el enfoque
clésico de la proporcionalidad, el de Garcia (2005) se inserta en la reformulacién
de los procesos de estudio e investigacion de las relaciones funcionales entre
magnitudes, con lo que establece una actualizacién al modelo clasico.

La diferencia fundamental es que Garcia (2005) desarrolla su modelo (fun-
cional) con la intencién de que los alumnos realicen la modelizacién matematica
y el recorrido que propone intenta cubrir tres niveles de algebrizacién de la pro-
porcionalidad, mientras que Bosch (1994) y Bolea (2002) intentan més bien la
construccién de un modelo que se circunscribe al concepto de proporcionalidad.

La relacién entre dos conjuntos que manejan cantidades es proporcional
si hay un nimero que al multiplicarlo por cualquier valor de un conjunto se
obtiene el valor que le corresponde en el otro conjunto, por tanto si los valores
de un conjunto se representan con la letra x; los del otro conjunto con la letra
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y; y la constante de proporcionalidad con la letra k, la férmula de una relacién
de proporcionalidad es: y=kx, lo que indica una funcién lineal. Un ejemplo de
las afirmaciones anteriores se observa en una tarea donde se debe completar una
tabla como la siguiente:

x Y
25 7.5
3.3 9.9
42

17.4
6.8

La relacion entre las magnitudes x e y (tres veces x) es el valor de y, la constante
de proporcionalidad se encuentra dividiendo y/x, k=3, es una relacién propor-
cional directa o una funcién lineal en tanto que se relacionan dos magnitudes
directamente proporcionales y se puede expresar como y=kx o bien f(x)=kx. A
decir de Block (et-al, 2010) «...el paso de la proporcionalidad a la funcién li-
neal implica un cambio de estatuto de la constante de proporcionalidad [...] se
debe pasar de la razén [...] a la cuantificacién de la razén con un niimero [...]
y al factor sin dimensién» (p. 108). Esto indica que la transicién de una a otra
radica en que la proporcionalidad plantea una relacién entre dos conjuntos de
magnitudes mientras que la funcién establece una relacién entre dos conjuntos
de ndmeros. Dicha transicién implica el dominio de nociones como la variacién
y dependencia.

Por otra parte, la proporcionalidad alude a tareas en las que existe una rela-
cién invariante especial (constante) entre dos magnitudes covariantes, es decir
las cantidades de ambas se relacionan y cambian simultineamente. Tal modelo
matemitico en las relaciones directamente proporcionales se vincula con la fun-
cién lineal de la forma y=kx. Asi, y es un multiplo de x. Dos cantidades serdn
proporcionales cuando varfan de modo que mantienen una razén constan-
te y/x=k. Dichos modelos tienen una estructura semdntica entre funcién y
proporcionalidad, la tarea influye en c6mo deben ser consideradas, sin em-
bargo la diferencia entre ambos tiene una fuerte carga tecnoldgica y tedrica.
La constante de proporcionalidad cambia en cada contexto y representacién
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de las situaciones proporcionales y no aparece de forma explicita, sino que se
conforma como un elemento estructural que deberd ser descubierto mediante
la interpretacién del resto de la informacién planteada en la situacion proble-
matica (Valverde, 2012). Este tipo de modelizacion se caracteriza por integrar
a la proporcionalidad en un marco mas amplio, el de las relaciones funcionales
entre magnitudes® y parte del siguiente modelo mediante el cual se encontrara
la solucién con la expresién x = be/a

f(a)=c
fb)=x
[ lineal

Cabe destacar que la modificacién en la representacion de los sistemas de va-
riacidén, como la que se presenta, permite la generacién de nuevas técnicas de
solucién que representaron una evolucién de las modelizaciones ligadas a las
técnicas cldsicas.

2.2.1. La algebrizacidn de la proporcionalidad

Para comprender el proceso que llevé a la proporcionalidad hacia la algebriza-
cién, Garcia (2005) construye un modelo epistemoldgico de referencia (MER)
para los sistemas de variacién entre magnitudes, para ello recupera el trabajo de
Bolea, Bosch y Gascén (2001) en el que se describe un proceso de algebrizacién
hipotético de los sistemas proporcionales.

El punto de partida de Garcia (2005) es la descripcién de la organizacion
matemitica cldsica propuesta por Bosch (1994) en la que surge el estudio de
las tareas de proporcionalidad estereotipadas. El marco tecnolégico-tedrico es
la Teoria Clasica de las Razones y las Proporciones y desde esta perspectiva lo
proporcional del sistema estd dado de antemano sin cuestionarse por que en el
marco tecnolégico-tedrico no hay herramientas para distinguir si un sistema es
o no proporcional. Més adelante tal organizacién matemaitica (clisica) se amplia
con la incorporacién de problemas de proporcionalidad compuesta, repartos
proporcionales, interés simple, entre otros.

Wﬂemes relaciones funcionales entre magnitudes que no se circunscriben a la pro-
porcionalidad y que por ello no son parte de las praxeologias matemdticas en la escuela primaria que es

el contexto en el que de algtin modo se desarrolla la presente investigacion, se considera que su anilisis
permite una comprensién mas amplia de los sistemas proporcionales.
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Luego de este analisis, Garcfa (2005) examina tres niveles de algebrizacién
de la modelizacién algebraica y, si bien el primer nivel corresponde con el pun-
to de partida de la modelizacién, se queda en el universo clisico sélo como una
actualizacién ostensiva con los recursos del dlgebra, es decir mediante la nocién
de ecuacién se actualiza la proporcionalidad del modelo clisico.

a) Primer nivel de algebrizacidn

En este nivel la intencién es modelizar los tipos de proporcionalidad a través de
ecuaciones, surge entonces la intencién de describir la relacién entre magnitu-
des, la evolucién de las técnicas «cldsicas» (regla de tres y reduccién ala unidad) y
la tecnologia de la organizacién clasica (Teoria de las Razones y Proporciones).
La relacién de proporcionalidad deja de caracterizarse por proporciones (como
igualdad de razones homogéneas) para expresarse por medio de ecuaciones:

Dos magnitudes x e y son directamente proporcionales cuando se puede establecer
una correspondencia entre ellas de tal forma que, entre una cantidad cualquiera x
de Xy su correspondiente y de Y se cumpla la relacién y=k-x para un determinado
valor constante (Bolea, 2002, p. 206).

De esta perspectiva emerge el coeficiente de proporcionalidad, la constante de
proporcionalidad o el factor de conversién k, cuyo valor depende de las unida-
des con las que se expresa x e y. La proporcionalidad simple inversa se expresa
a través de la ecuacién x-y=k, o bien, y=k/x=k-x"! y, como puede apreciarse,
en esta perspectiva se unifican los problemas de proporcionalidad directa e in-
versa y los de proporcionalidad compuesta. «En el caso de la proporcionalidad
compuesta, se dird que y es directamente proporcional a X, X, ..., X e inver-
samente proporcional a X, ..., X_ (Bolea, Bosch y Gascén, 2001, p. 276, en
Garcia 2005, p. 196).

La modelizacion de la relacién a través de una ecuacién implica la evolu-
cién e integracién de las técnicas clésicas (reduccion a la unidad, regla de tres
directa, inversa y compuesta, etc.) aunque en este nivel no se amplia el tipo de
problemas propios de la organizacién clisica, pero se dejan de lado las propor-
ciones entre magnitudes y se introducen las ecuaciones entre medidas de can-
tidades de magnitud, aqui surge una diferencia en el nivel tecnolégico-teérico,
porque la relacién de proporcionalidad entre magnitudes se convierte en rela-
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cién de proporcionalidad entre variables numéricas que representan medidas de
cantidades de magnitud (Bolea, Bosch y Gascén, 2001, en Garcia, 2005).

b) Segundo nivel de algebrizacion

En este nivel se integran todas las posibles relaciones proporcionales del primer
nivel para incluirse en un modelo unificado a través de una ecuacién algebraica
y se consideran todas las relaciones de proporcionalidad como casos particulares
de una funcién f. Este modelo se muestra a partir de diversas variables reales,
homogénea de grado =1 con respecto a cada una de ellas a través de la expre-
sién siguiente (Garcia, 2005, p. 196):

S xye X)) =k X x,2 o x " P
Donde x, representa a las cantidades de una magnitud X, en relacién directa o
inversamente proporcional con las otras cantidades de magnitud Y, por su parte
k representa la constante de proporcionalidad. Para interpretar esta expresién y
los problemas clisicos de la proporcionalidad es necesario un cambio en el mar-
co tecnoldgico-tedrico de esta organizacién matemitica, dado que se requiere
de una tecnologia matemitica que, a diferencia de la teorfa de las razones y pro-
porciones, justifique los productos y cocientes de magnitudes. La inexistencia
de esta tecnologia, menciona Garcia (2005) da cuenta de por qué este segundo
nivel de algebrizacién se encuentra ausente en la organizacién matemitica es-
colar (cldsica) cuya fundamentacién en la teorfa cultural de las magnitudes no

inclufa la mayor parte de los productos ni de los cocientes de magnitudes.

¢) Tercer nivel de algebrizacién
En un tercer nivel de algebrizacién que corresponde al momento en que el
trabajo matemitico «sabio» superé la necesidad de expresar toda relacion entre
magnitudes mediante proporciones, afirma Garcia (2005), se puede prescindir
de la Teoria de las magnitudes como componente tecnolégico y adoptar la
Teoria algebraica de funciones reales de variable real, en tanto que es una teoria
matemitica rigurosa de los nimeros reales sobre medidas de magnitudes conti-
nuas involucradas en aquello que se esté estudiando.

Desde esta perspectiva «la relacién de proporcionalidad se establece como
una relacién muy particular al lado de muchas otras posibles: relaciones cuadri-
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ticas, polindmicas, irracionales, etc.» (Bolea, 2002, p. 209), asi pues, en este nivel
se manifiesta una transformacion respecto al trabajo de modelizaciéon dado que
en lugar de cuestionar si los pares de magnitudes (compuestas) son proporciona-
les se cuestiona el tipo de relacion que se puede dar entre dos magnitudes dadas.

2.2.2. Los sistemas modelizables

Como se puede observar, el modelo epistemolégico de Garcia (2005) representa
la ampliacién de los sistemas modelizables, porque va mis all de los sistemas de
proporcionalidad y se extiende a los tipos particulares de relaciones funcionales
entre magnitudes (tercer nivel de algebrizacién). Algunas de sus aportaciones
resultan de interés para este trabajo al dilucidar ciertas técnicas y tecnologias
propias al campo de la proporcionalidad cuando plantea la construccién de di-
ferentes modelizaciones de los sistemas lineales® y equitativos’ estructurando
cuatro organizaciones matemdticas (Garcia, 2005):

*  Una organizacién discursiva y/o tabular, cercana a la descripcion del
tipo de variacidén que caracteriza al sistema. La actividad matemitica
posible resulta muy limitada, esto significa la construccién de algunos
nuevos estados a partir de uno o varios conocidos.

*  Una organizacidn caracterizada por las relaciones entre estados a través
de razones y proporciones homogéneas, pero no cada estado de modo
independiente. La actividad matemitica se restringe a la determinacién
de nuevos estados.

*  Una tercera organizacién donde la posibilidad de caracterizar la re-
lacién entre estados a través de razones heterogéneas y proporciones
favorece su evolucion en la caracterizaciéon de cada estado por medio
de una ecuacién. Esta organizaciéon permite ademis calcular nuevos
estados, caracterizar la relacién (a través de una constante) y plantear

6. Los sistemas lineales son considerados también como sistemas proporcionales directos y a la relacién
que se da entre las cantidades de las dos magnitudes se le denomina relacion de proporcionalidad. Pueden
ser considerados como aquellos cuyos estados evolucionan en una condicion de linealidad. Al correspon-
derse con situaciones donde la relacién entre magnitudes es proporcional directa, los tipos de problemas
corresponden al cdlculo de la cuarta proporcional (Garcia, 2005).

7. La condicién de que para todo k € M , existe un tnico k» € M’ tal que, si ai+1 = ai + k, entonces
ai+l=a’ + k, «[...] es cierta para cualquier subconjunto de cantidades de la magnitud M, sea éste finito
0 no, o bien entre conjuntos numéricos formados por medidas de estas cantidades de magnitud, fijadas

sendas unidades en M y en M’ » (Garcia, 2005, p. 203). Esto es considerado como una clase de sistemas
denominados equitativos.
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ciertas cuestiones en el nivel tecnolégico, lo que corresponde al primer
nivel de algebrizacion.

*  Una cuarta organizacién donde los objetos ostensivos se modifican
poco respecto a la anterior, s6lo se introduce un cambio en el marco
tedrico para favorecer la interpretacién de la relacion entre las mag-
nitudes del sistema como una relacién funcional entre los conjuntos
(numéricos) de las medidas de las cantidades de magnitud relacionadas
entre si, lo que compete al segundo nivel de algebrizacion.

2.2.3. Técnicas de modelizacion o modelizaciones «algebroides»

Si bien el método de reduccién a la unidad se constituye como una versién
elemental de la proporcionalidad clésica propia de la aritmética, en el momen-
to que se pretende la manipulacién de proporciones a través de la ecuacién,
se establece una transicién hacia el dlgebra elemental donde el modelo prin-
cipal del sistema de estudio ya no es un discurso como tal, sino una ecuacién
proporcional, es decir un ostensivo® escrito que se manipula para establecer
un modelo que lo resuelve. Esta modificacién generd un nuevo tipo de téc-
nicas de modelizacién denominadas «algebroides», al inicio parecia que sélo
transformaban el tipo de representacién, sin embargo a esta modificacion le
siguieron cambios semidticos e instrumentales que se visualizan en el siguien-
te ejemplo: Si 8 paquetes de ldpices cuestan 160 pesos, scudnto cuestan 50 paquetes
de ldpices? (Bosch, 1994).

El problema quedaria representado con la ecuacién 8/50=160/x, simplifi-
cando se puede obtener la ecuacién 4/25=160/x. Entonces se aplica la propie-
dad fundamental de las proporciones geométricas, que indica que el valor de x
(extremo) es igual al producto de los medios (25 y 160) producto que se divide
por el otro extremo (4). Se tiene entonces que la expresién desarrollada serfa
x=(25-160)/4=1000.

A diferencia de la notacién clisica, donde no era evidente el trabajo con los
medios y los extremos, la igualdad fraccionaria propia del ejemplo anterior per-
mite observar la posicién bidimensional de los nimeros tal y como se aprecia en

8. A decir de Bosch (1994), los objetos ostensivos son aquellos con una naturaleza sensible, con una
materialidad que puede mostrarse como una realidad perceptible y se caracterizan por ser concretamente
manipulables por el sujeto. Un objeto ostensivo puede ser cualquier objeto material como los sonidos, los
grafismos y los gestos. En otros términos, los ostensivos son aquellos medios en los que se puede «<mostrar»
u «ostentar» determinado objeto matemaitico.
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el modelo tabular y facilita ademds la transicion desde la tabla de ntimeros hasta
la ecuacién proporcional. Dicha transicién se representa de la siguiente manera:

Cantidades principales Cantidades relativas
Supuesto 8 paquetes 160 pesos - 8/50 = 160/x
Pregunta 50 paquetes X pesos

Tabla 5. De la tabla de niimeros a la ecuacién proporcional (Bosch, 1994).

A decir de Bosch (1994), en esta esquematizacion las dos notaciones no son
semidtica e instrumentalmente iguales, con la notacién fraccionaria se pierde la
fuerza de la notacién proporcional respecto a la manipulacién de razones entre
ntimeros fraccionarios, para observar dicha situacién se modifican los datos de
niimeros enteros a nimeros fraccionarios por ejemplo 2/3 de metro y 5 de me-
tro en lugar de 8 y 50 paquetes para cambiar las condiciones de trabajo sobre el
modelo proporcional. Esta modificacién permite el paso hacia la algebrizacion
y el uso de técnicas algebraicas no consideradas en los sistemas proporcionales
clsicos, pero las técnicas algebraicas no se quedaron en la proporcionalidad,
sélo fueron una actualizacién ostensiva.

Para esquematizar la descripcién de las técnicas propias de la organizacién
cldsica veamos lo que plantea Garcia (2005). Para él, las técnicas propias de la
organizacidn cldsica son las siguientes:

*  Modelizaciones verbales (MRU). Suponen la activacién de técnicas dis-
cursivas a partir de los datos del sistema, pueden estar apoyadas o no en
registros escritos. La forma estandarizada de este trabajo es conocida
como método de reduccién a la unidad.

* Modelizacién proporcional cldsica (MPC). corresponde a la modelizacion
en términos de razones y proporciones.

*  Modelizacién algebroide (MA). Constituye una modernizacién ostensiva
de la modelizacién proporcional clisica dado que cambia el discurso
tecnoldgico, al plantear un esquema algebraico que justifica la ma-
nipulacién de los ostensivos pero se mantiene el marco teérico de las
razones y las proporciones.
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Al seguir a Garcfa (2005) la actualizacién que desde el modelo funcional se hace
a las diferentes formas de modelizar los sistemas de variacién entre magnitudes
se muestra en la siguiente descripcién:

Sfla)=c .
Sb)=x Trabajo f(a)=ka=c=k=c/a=x="f(b)=kb=(c/a)b
S =ku del modelo

Tabla 6. La Modelizacién funcional analitica (modernizacién del MRU) (Garcia, 2005, p. 125).

Esta técnica de modelizacién no sélo es una evolucion de la regla de tres clésica,
sino que replantea la tecnologia clasica de las magnitudes proporcionales y por
ende a los sistemas proporcionales. Es de comprender que estos sistemas se con-
forman por dos variables reales que se encuentran vinculadas por una funcién
lineal / La técnica determina la expresion analitica de la funcién f a partir de
su valor en un punto: f(u)=c/a(u), donde la constante k denominada constante
de proporcionalidad puede contener una interpretacion cultural del sistema del
tipo «precio por unidad de producto», «distancia recorrida por unidad de tiem-
po», etc. (Bosch, 1994).

J - §
S(b) =x Trabajo fl@)=ka=c alh = c/x
S (u) = lu del modelo f(b)=kb=x

Tabla 7. La Modelizacién funcional analitica (modernizacién de la MPC) (Garcia, 2005, p. 125).

La modelizacién anterior se aproxima a las modelizaciones con proporciones
por lo que se puede hablar de una modernizacién de la MPC en su tecnologia,
en tanto que la variacion de su trabajo técnico es mds econdmica en virtud de la
determinacién del coeficiente k.

- -
Sb)=x Trabajo x = f(b) = b/a f (a) = (b/a)c
S (au) =af (u) del modelo

Tabla 8. Modelizacién funcional sintética (Garcia, 2005, p. 125).
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Con estos ejemplos se observa que el MER de Garcia (2005), constituye una
ampliacién y complementacién praxeolégica de los modelos propuestos por
Bosch (1994) y Bolea (2002). De tal ampliacién se deriva la caracterizacién de
los distintos tipos de relacion entre variaciones de dos magnitudes relacionadas
univocamente, para ello se propusieron diferentes condiciones de variacién en-
tre dos magnitudes, tales como las condiciones de linealidad, de equidad, de di-
ferencias constantes de orden (n), de razones constantes y de linealidad inversa.
Con ello se propone una evolucién de las organizaciones matematicas respecto
a su nivel de algebrizacion, es decir, proporcionales, ecuacionales y funcionales.

Tal modelo amplia las modelizaciones proporcionales para caracterizar si-
tuaciones donde la relacién entre la variacién de dos magnitudes es equitati-
va, ademds se manifiestan las restricciones y limitaciones del marco tecnols-
gico-tedrico de las razones y las proporciones para modelizar otros tipos de
relaciones y con ello dar predimbulo a una organizacién matemitica regional
sustentada en la Teorfa de las Funciones Reales de Variable Real.
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III. PROPORCIONALIDAD, INSTITUCION Y TEXTO DEL SABER

n la propuesta oficial de las escuelas normales de México para la formacién

de profesores se plantea como propésito que al finalizar sus estudios los
alumnos manejen praxeologias relacionadas con diversos campos del saber, tan-
to de las dreas disciplinares como de la didactica y que se reflejen en las escuelas
primarias, por esta razén durante el proceso de formacion se enfrentan a tareas
en diferentes contextos y distinto nivel de complejidad.

En el caso de las matematicas, ademads del contexto numérico existen otras
variables que determinan la técnica a utilizar en la solucién de las tareas, depen-
diendo del nivel educativo en el que vayan a trabajar los profesores en forma-
cién serd el tipo de tareas, técnicas y conceptos que se estudien en la institucion,
esto incluye desde luego los principios y propiedades del concepto matematico
que serd «ensefiado» pero también los enfoques oficiales para la ensefianza y las
orientaciones didicticas para su estudio.

La evolucién del concepto de proporcionalidad también se ha dado a la par
con los avances de la investigacion en el campo de la educacién matemitica.
Actualmente, el enfoque basado en la resolucion de problemas de los planes de
estudio en educacién bésica y normal ocupa un lugar central en el disefio de
situaciones diddcticas en México. La idea de aprender matemiticas al resolver
problemas tiene el propdsito de que los estudiantes se enfrenten a situaciones
donde pongan en juego los saberes con los que cuentan para confrontarlos,
validarlos y reformularlos hasta llegar a una clara comprensién de las técnicas
convencionales y al dominio de los lenguajes y modelos que mejor se adapten
al nivel de resolucién. Sin embargo, estas orientaciones curriculares deben ser
coherentes con las tareas incluidas en el «texto del saber»!.

Las investigaciones sobre la ensefianza de la proporcionalidad han tenido
un fuerte desarrollo en los tltimos afios, actualmente no se plantea ensefiar una

1. En correspondencia con las nociones de la Transposicién didéctica, llamamos «texto de saber» al con-
junto de materiales curriculares (programas de estudio, libros de maestro o libros del alumno) en los que
se incluyen los saberes «a ensefiar».
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sola técnica de cilculo (por ejemplo regla de tres), la atencién se centra en la
relacion entre dos magnitudes, en la estructura y las tareas que hacen posible la
incorporacién de los modelos de resolucién. Algunas investigaciones (Boisnard,
Houdebine, Julo y Kerboeuf, 1994) sefialan que el aprendizaje memoristico
de la regla de tres, de la representacidn del concepto, de los métodos que lo
conforman asi como de las propiedades que se designan bajo los términos de la
proporcionalidad y otro tipo de reglas, no es suficiente para un verdadero cono-
cimiento al respecto. Aunque tal afirmacién puede ser polémica porque en al-
gunas instituciones precisamente esas técnicas constituyen el «saber a ensefiar».

Autores como Géron, Segen y Daro (2005) destacan que la proporcionalidad
constituye un tema fundamental para la vida cotidiana asi como parala resolucién
de tareas en diversas dreas de las matematicas por lo que se requiere un buen do-
minio conceptual y procedimental, que si bien puede estar presente en diversas
circunstancias no se aprende naturalmente, dado que en el momento de la transi-
cién entre la primaria y la secundaria se pasa de la modelizacién aritmética hacia
la modelizacion funcional. Respecto de la formacién de profesores subrayan la
relevancia de considerar la fusién entre lo matemitico y lo didéctico, es decir en-
tre las Organizaciones Matemiticas (OM) y las Organizaciones Did4cticas (OD).

Para explorar la posible fusién de ambas organizaciones praxeoldgicas in-
cluidas en los materiales de estudio de las escuelas normales de México, en este
capitulo se analizard la inclusién y articulacién de las OM y OD en dichos ma-
teriales, el andlisis se focaliza en los programas oficiales y materiales de estudio
donde fue posible identificar un MER que permitiera establecer una posicioén
para analizar las tareas, técnicas, tecnologias y posibles teorias inscritas en una
institucion educativa en particular, dicho modelo lo constituyd, la Organiza-
cién Clisica de la Proporcionalidad y la Modelizacién Funcional.

3.1. LA PROPORCIONALIDAD EN LAS ESCUELAS NORMALES.
UN ANALIsis «kEcoNOMICO»

A decir de Barquero, Bosch y Gascon (2013), el profesor se enfrenta a ciertos
problemas docentes asociados a la ensefianza de un tema matematico especifico,
tales problemas se formulan empleando generalmente, sin cuestionarlas, las no-
ciones disponibles de la cultura escolar incluidas en los documentos curriculares,
pero no sélo se toman las nociones sino las ideas dominantes que pertenecen a
tal cultura escolar, para ejemplificar esta préctica los autores toman el caso par-
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ticular de la Modelizacién Matemitica (MM) cuyo problema docente se expresa
mediante la pregunta: ;Qué tengo que ensefiar a mis alumnos respecto a la MM
y como tengo que ensefiarlo?

Una vez que se ensefian los contenidos matemiticos basicos, ;cémo lograr
que las matematicas se ensefien como una herramienta de modelizacién?, es de-
cir cémo hacer para que la ensefianza no se organice siguiendo sélo la 16gica de
los contenidos explicitados curricularmente sino con base en los problemas que
se deben resolver y los proyectos que los estudiantes deberan realizar (Barquero,
Bosch, Gascén, 2011).

Desde la perspectiva de los autores, para formular un problema de investi-
gacion didictica desde la TAD, debe cuestionarse la forma de interpretar la MM
desde el modelo epistemolégico que le subyace, aquel que predomina no sélo
en las instituciones escolares sino también en la noosfera?. Sin la intencién de
dar respuesta a los cuestionamientos enunciados con anterioridad, se puede de-
cir que para el objeto que aqui se estudia, la Organizacién Clésica de la Propor-
cionalidad constituye, desde la noosfera, el principal referente que, suponemos,
se vera inscrito en el anilisis del texto del saber.

La revision del «saber a ensefiar» que se presenta intenta poner en evidencia
la «textualizacién del saber» propia del curriculo de las Escuelas Normales y su
posible relacién con los modelos epistemolégicos de la actividad matematica.
También se pretende revisar la pertinencia de la l6gica institucional respecto
del saber matemitico y didactico, dado que: «en la formulacién de un problema
didéctico cualquiera el didacta siempre utiliza [...] una descripcién y una inter-
pretacion [...] del 4mbito matemitico que estd en juego. La TAD ha subrayado
desde el principio la necesidad de explicitar dicho modelo y utilizarlo como
referencia para analizar los hechos didictico-matematicos» (Barquero, Bosch y
Gascon, 2013, pp. 4-5).

Desde la perspectiva anterior el MER constituye un instrumento que per-
mite al didacta construir y reconstruir las praxeologias que de modo intra e
interinstitucional se busca analizar, asi pues, permitird conocer el modo en que

2. La noosfera constituye una instancia esencial para el funcionamiento didictico, es el verdadero tamiz
por donde opera la interaccién entre el sistema de ensefianza y el entorno social. Alli se encuentran todos
aquellos que ocupan puestos del funcionamiento diddctico y se enfrentan con los problemas que surgen
del encuentro con la sociedad y sus exigencias, en ese lugar se desarrollan los conflictos, las negociaciones,
las soluciones; representa la esfera donde se piensa el funcionamiento didéctico a través del encuentro
entre los representantes del sistema de ensefianza y los representantes de la sociedad (Chevallard, 1991).
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las instituciones educativas comprenden y manipulan el saber matemitico y di-
déctico. El MER analizado en el apartado anterior permite la comprensién de la
proporcionalidad en tanto saber matemitico. En lo que sigue se hara referencia
a los puntos de anilisis de la proporcionalidad en la escuela normal, sus concep-
tualizaciones, nociones, limites, representaciones y determinaciones, asi como
las diferentes tareas planteadas para la formacién.

Desde la mirada de Barquero, Bosch y Gascén (2013), cuando se construye
un problema didéctico desde la TAD, deben tomarse en cuenta tres dimensio-
nes fundamentales: la epistemoldgica, la econdémica y la ecoldgica. El presente
apartado hard alusién de modo particular a la dimensién econdmica inscrita en
el curriculo de las Escuelas Normales, sin embargo para tal efecto retomard la
dimensién epistemoldgica plasmada sobre todo en la Organizacién Clésica de
la Proporcionalidad.

Desde la TAD, la dimensién econémica alude a la relacién institucional
que se establece con la actividad matemitica, es decir el modo de interpretar
la modelizacién matemdtica en la institucién donde se realiza la transposicién
didictica, para el caso de nuestro objeto de estudio la atencién se centra en las
actividades propuestas para la ensefianza y el aprendizaje de la proporcionalidad
en las instituciones formadoras de docentes. «Podriamos hablar de la economia
de la MM en las instituciones en un sentido similar a como se habla de econo-
mia de un organismo (o de un sistema complejo cualquiera), para referirse a la
coordinacién de los componentes (o subsistemas) que intervienen en su funcio-
namiento» (Moliner, 2007, p. 1098 en Baquero, et al, 2013, p. 15). A diferencia
de la MM esta coordinacién se verd determinada por el MER retomado como
referencia. Algunas cuestiones que corresponden a la dimensién econémica del
problema didictico (Baquero, et al. 2013) y que se ajustarfan a la proporciona-
lidad serfan las siguientes:

*  ;Qué dmbito institucional debe considerarse para abordar el problema
didactico de la proporcionalidad: el aula, la escuela, el sistema de ense-
fianza de las matematicas, la sociedad o incluso la civilizacién?

*  ;Cbémo se considera, se describe y se interpreta la proporcionalidad en
cada una de las instituciones propias de la transposicién didéctica?

*  ;Qué tareas o técnicas derivadas del MER se corresponden actualmente
en los sistemas de ensefianza de las Escuelas Normales?
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*  ;Qué se entiende en las instituciones didacticas por «ensefianza de la
proporcionalidad» o por «levar a cabo tareas matemdticas y tareas di-
acticas de proporcionalidad»?
dact de prop lidad»?

Tales cuestionamientos tienen relacién con los niveles de codeterminacién ma-
temdtico didctico planteados por Chevallard, que se estructuran desde lo més
genérico hasta lo mis especifico, dicha sucesion de niveles se relaciona no sélo
con las cuestiones a estudiar sino también con un momento histérico en par-
ticular y con la institucién escolar en la que se ubica la investigacién (Garcia,
2005). Es por la razén anterior que el siguiente apartado se centra en la revisién
de las dreas y los sectores de la proporcionalidad que se incluyen en el curriculo
de las Escuelas Normales.

En los planes de estudio se plantea que la proporcionalidad en la escuela
primaria se habra de articular con la nocién de funcién lineal en la escuela se-
cundaria (SEP, 2012b, SEP, 2012C>. En correspondencia con esta articulacidn,
en el primer curso sobre ensefianza de las matematicas de la licenciatura en
Educacién Primaria (Aritmética: su aprendizaje y ensefianza) se incluye el desa-
rrollo del razonamiento proporcional y en el segundo (Algebra: su aprendizaje
y ensefianza) se inicia el estudio de la funcién lineal mediante el manejo de
patrones numéricos.

El anilisis econémico que aqui nos proponemos hacer se focaliza princi-
palmente en el primer curso en virtud de que ahi se incluyen los aprendizajes
aritméticos que el profesor en formacién deberd desarrollar en la escuela prima-
ria, sin embargo en menor medida se hard alusién al segundo curso, dado que
consideramos necesario revisar la transicidn entre la aritmética y el dlgebra que
se plantea en estos materiales.

En la Unidad de Aprendizaje IV del curso Aritmética: su enseiianza y su
aprendizaje, la desincretizacién® del texto divide al saber en cuatro elementos
tematicos (SEP, 2012b) y cabe sefialar que el tiempo didactico asignado a tales

3. La desincretizacién del saber comprende un proceso que introduce una diferenciacién entre lo que
pertenece al campo delimitado (nociones matemiticas) y lo que est realmente presente, dicho proceso
produce una distincidn entre aquello que constituye el objeto de su discurso y aquello que aunque es
necesario para la construccion del texto no es su objetivo. Se podria decir que la desincretizacién es una
delimitacion de saberes parciales, que se expresan en un discurso auténomo, esta delimitacion produce «...
la descontextualizacién del saber, su extraccion de la red de problemdticas y de los problemas que le dan
sentido completo, la ruptura del juego intersectorial constitutivo del saber en su movimiento de creaciéon
y de realizacién» (Chevallard, 1991, p. 60).
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temiticas es menor en comparacién con otras unidades del mismo curso, la
causa, el nimero de conceptos de estudio, a saber:

*  Anilisis de los conceptos de razén y proporcién a través de diversas
situaciones.

*  Estudio del concepto de porcentaje y su representacion grafica.

*  Resolucién de problemas que involucran el cilculo de porcentajes.

*  Elestudio de la variacién proporcional directa.

Dichas temiticas profundizan en el razonamiento proporcional y el papel que
éste juega en aspectos como el estudio de la variacién y el uso de porcentajes al
resolver problemas, con ello se establece la relacién entre los elementos mate-
maticos, pedagdgicos y didicticos en la formacién. Esta correlacion se observa

[——— Disefio y gestion Cestibn Reflexion y
aprendizaje de entornos de a0 transformacién
de los alumnos aprendizaje de la prictica

Erroresy Situaciones Articulacién Sistematizacion
dificultades didacticas entre el v elaboracién
conocimiento de textos.
- del contenido y a partir de la
Resolucion su tratamiento reflexion
Estrategias de problemas en el Plan de Ia practica
de aprendizaje de estudios de en el analisis
Estudio la Educacion de casos
de clases Primaria

en la imagen siguiente:

Conocimiento
del contenido

Nocion
del nimero

naturales
Suma |—| Comprensién Je— fe—a1 | a4
Procesos de

Resta matematizacién

Evolucion de su
o razonamiento Uso de las TIC
Division

NGmeros
racionales

Namero:

Normas Evaluacién de
sociomatematicas los aprendizajes

Vinculacién y |
relaciones de P s
complejidad Resignificacion

Imagen 1. Componentes de estudio (SEP, 2012a, p. 9).

proporciones

Como se puede observar, el curso inicia con la nocién de nimero y termina
con el estudio de las razones y proporciones lo que representa una especie de
recorrido por los contenidos de aritmética de la escuela primaria, que estudia
el profesor en formacién junto con aspectos asociados a los procesos de apren-
dizaje de los alumnos, los entornos de aprendizaje, la gestién del curriculo y
la reflexion sobre la transformacién de la prictica, cabe sefialar que mas que
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cuestiones diddcticas se abordan aspectos generalistas que serdn descritos en el
analisis de las tareas didacticas.

El programa hace énfasis en la importancia de vincular el saber matema-
tico con los contenidos temiticos de la escuela primaria y en el estudio de las
relaciones y célculos entre los campos numéricos a partir del significado de las
fracciones; de su orden y su comparacién y; de un nimero decimal y de un
porcentaje. Por otra parte, se busca que los profesores en formacién identifiquen
las dificultades propias del manejo de la variacién proporcional en la escuela
primaria y la forma en que éstas pueden ser atendidas. Las tareas matemdticas y
didicticas se estructuran con relacidn a ciertas competencias generalizadas que
son aplicadas no sélo a la unidad sobre el desarrollo del razonamiento propor-
cional sino al resto de las unidades, a saber, el estudiante:

+  Distingue las caracteristicas de las propuestas tedricas metodologicas
para la ensefianza de la aritmética en la escuela primaria para aplicarlas
criticamente en su préictica profesional.

*  Identifica los principales obsticulos que se presentan en la ensefianza y
el aprendizaje de la aritmética y aplica este conocimiento en el disefio
de ambientes de aprendizaje.

*  Relaciona los saberes aritméticos formales con los contenidos del eje
sentido numérico y pensamiento algebraico del plan y programas de
estudio para disefiar ambientes de aprendizaje.

*  Emplealaevaluacién como instrumento para mejorar los niveles de des-
empefio delosalumnosenlaresolucién de problemas (SEP, 2012a. p. 50).

Como es de apreciarse, el profesor en formacion juega diversos roles durante
dicho proceso, por una parte, se ubica en una postura de «aprendiz» de mate-
miticas para relacionar los saberes aritméticos de la escuela normal con los de la
escuela primaria cuando se enfrenta a tareas que le exigen reconstruir esas pra-
xeologias matemdticas. Por otra parte, se ubica en posicién de «profesor analis-
ta» cuando reflexiona sobre elementos propios de la ensefianza de la asignatura.

Con estas consideraciones y recuperando los elementos del MER descrito
en el capitulo anterior, en lo que sigue se hard un andlisis tanto de las tareas
matemiticas como de las didicticas que se plantean en el curriculo oficial de las
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Escuelas Normales asi como la programabilidad* que se establece en el texto del
saber para el estudio de la proporcionalidad.

3.1.1. Razdn y proporcion. Praxeologias matemdticas

Desde la perspectiva de los planes y programas, el estudio de la razén inicia con
el profesor en formacién jugando el rol de «analista» y hasta un segundo mo-
mento ocupa la postura de «aprendiz» de matematicas.

a) El profesor «analista»

En su papel de «analista», se pide que el estudiante analice una propuesta diddc-
tica para el estudio de las razones y proporciones en la que las tareas planteadas
retoman la comparacién de cantidades basadas en un modelo tabular, para luego
llegar a la razén como resultado de dividir la parte del total entre la cantidad
total o bien el resultado de la cantidad que estd siendo comparada entre la can-
tidad de referencia. Con ello se institucionaliza una concepcidn de razén como
«nlimero que permite comparar dos magnitudes mediante un cociente» (Isoda,
Cedillo. 2012a, p. 58), dicha consideracién alude precisamente al modelo cl4si-
co de la Teoria de las Razones y proporciones.

Cuando la fraccién significa cociente, la razén recupera el manejo de los ni-
meros decimales como resultado de esa «divisién», que esrepresentada en unarecta
numérica para establecer la comparacién entre dos magnitudes. Una vez modela-
das las representaciones, el estudiante deberd resolver una serie de tareas del tipo:

*  ;Cuil es la razén de respuestas correctas a partir del total de problemas
planteados?,

+  ;Cudl es la razén de tiros acertados respecto al total de tiros?

*  ;Cudl es la razén de alumnos de quinto grado, respecto al nimero total
de nifios que asisten a una fiesta?

Con esta situacién se aprecia la 16gica institucional, que el profesor en for-
macién identifique la razén como comparacién de magnitudes, puesto que se
destaca que al inicio de este primer acercamiento la razén se presenta en si-
4. La textualizacion del saber establece una programacién de los aprendizajes y de los controles, que
se determinan en funcién de las secuencias razonadas que favorezcan la adquisicion progresiva de los

conocimientos expertos, la programacion se considera una norma de progresién del conocimiento que
enuncia un comienzo, un intermedio y un fin, es decir el texto procede por secuencias (Chevallard, 1991).
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tuaciones donde una magnitud es parte de la otra, por ejemplo, la razén entre
tiros lanzados y tiros encestados es igual al nimero de tiros encestados entre el
ntmero de tiros lanzados.

Luego se plantean tareas asociadas con la razén entre dos cantidades, es
decir donde existe una cantidad que es comparada con una cantidad de refe-
rencia para adquirir una razén (calcular la razén entre la altura de un edificio A
respecto a la altura de un edificio B). Una vez mis, la representacion grifica en
una recta numérica para la asociacién con decimales y después la resolucién de
situaciones del mismo tipo.

En la misma postura, de profesor «analista», el estudiante revisa la relacién
entre larazén ylaidea de «ntimero de veces» en textos sugeridos en los que se esta-
blece que, al comparar dos cantidades, en ocasiones se toma una como «cantidad
de referencia» para calcular la razén entre esas cantidades y cuando es mayor que
uno, la razén indica el niimero de veces que una cantidad es mayor que la otra.

La idea de analizar el «<nimero de veces» representa la transicién hacia la
representacién de la razén como fraccién, los materiales de estudio la ilustran
con una imagen que indica la divisién de una cantidad que se compara con una
cantidad de referencia para encontrar el niimero de veces, se sefiala que esto
puede expresarse mediante una fraccion, por ejemplo: en una distancia promedio
de 15 metros se recorre una distancia de 25 meiros, jcudntas veces es esa distancia en
comparacidn con la distancia recorrida? Al expresar el resultado en la forma 25+15
= 25/15 = 5/3 los estudiantes revisan la relacién entre la cantidad de referen-
cia multiplicada por la razén para encontrar la cantidad a comparar, con este
ejemplo se retoma la idea de campo conceptual de las estructuras multiplicativas
donde la aproximacién a la proporcionalidad se resuelve con una divisién o
una multiplicacién. Esta situacién confirma la hipétesis de Perry (2003) cuando
sefiala que por lo general, en las instituciones educativas la razén se representa
como una divisién indicada, un cociente o un operador multiplicativo y desde
la perspectiva de los niimeros fraccionarios.

Ahora bien, si la razén alude a un par ordenado de cantidades de magni-
tudes, es necesario considerar que existen diferencias entre razén y fraccion,
las razones comparan objetos distintos (5 dulces por 25 pesos) mientras que las
fracciones comparan el mismo tipo de objetos (tres de cinco partes), asi pues la
razén 5 dulces + 25 pesos (5/25) no constituye una fraccién. Este aspecto no es
aclarado en el texto del saber.
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Luego, en la misma tarea, los estudiantes siguen revisando los textos inten-
tando conceptualizar la proporcidn, para ello analizan situaciones de compara-
cion (érea de ﬁguras, mezcla de sustancias, etc.) con representacion gréﬁca, con
ello se institucionaliza que «la razén entre el largo y ancho se expresa 2/3 y se
lee «dos tercios», «2 entre 3» 0 «dos es a tres». Si una razdn es equivalente a otra,
por ejemplo a 4/6, esta equivalencia se expresa como 2/3=4/6. Esta expresion se
lee «2 esa 3 como 4 es a 6». A esta igualdad se llama proporcién» (Isoda, Cedillo.
2012b, p. 32). Este principio se asocia directamente con la organizacién clasi-
ca de la proporcionalidad, en la que se estipula que la igualdad de dos razones
constituye una proporcién cuando se pueden igualar los cocientes indicados
por las razones equivalentes, en este sentido una razén a/b no se modifica si se
multiplica o divide a y b por el mismo niimero.

Con la tarea anterior el estudiante termina su rol como «profesor analista»’.
Al revisar los textos se supone, ha identificado la razén como comparacién de
magnitudes a partir de un cociente y comprendido la idea «<ntimero de veces»,
lo que le permite identificar a la razén como fraccién. También, se supone, ha
comprendido la proporcién como una igualdad de razones mediante la visua-
lizacién de razones equivalentes. No obstante, la actividad tiene ciertas restric-
ciones, en los textos sugeridos se plantean cuestiones como: ;Qué dificultades
presentan las actividades planteadas?, ;cudl es la diferencia entre una actividad y
otra?, cuestiones que nos llevan a considerar que el papel de «analista» se restrin-
ge fundamentalmente al anilisis de la praxeologia matematica.

b) El «aprendiz» de matemdticas

En un segundo momento, situado en el rol de «aprendiz de matemiticas» los
estudiantes deben resolver tareas matemdticas relacionadas con las razones y
proporciones. El propoésito de tales actividades tiene que ver con «ejercitar»
las situaciones revisadas en la unidad anterior, es decir, se plantean situaciones
problemiticas donde deben encontrar la razén entre magnitudes. Uno de estos
planteamientos es el siguiente:

En una clase hay 28 alumnos, cuatro alumnos faltaron a clase.

5. Las tareas descritas se encuentran en los textos basicos del programa para las escuelas normales Arir-
mética: su ensefianza y su aprendizaje.
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a) Calcular la razén del ndmero de alumnos que no asistieron a clase y
expresarla como porcentaje en funcién al total del grupo.
b) Calcular el porcentaje de los alumnos que asistieron respecto al total

del grupo.

Al parecer, la intencién de este tipo de tareas es retroalimentar los saberes ad-
quiridos en el momento de «profesor analista» y emplear la técnica de la com-
paracién de magnitudes a través de una razén, aunque también se observa la
inclusion del concepto de porcentaje que, sin revisarse con antelacién se vincula
con la razén y la proporcién. La solucién de estas tareas exigird al estudiante
emplear una de las técnicas de la organizacién clisica mas recurrente: la regla
de tres. Asi se abordan también situaciones para calcular un porcentaje mayor
que 100%, comparar descuentos expresados como porcentaje y como dinero.
Ademis, se resuelven situaciones problemdticas asociadas con la probabilidad en
problemas como el siguiente:

Analizar dos loterias para identificar en cuil se tiene mayor oportunidad de
ganar.

a) Hay 16 boletos ganadores y participan 40 boletos.
b) Hay 7 boletos ganadores y participan 20 boletos.

Siguiendo con el porcentaje, en una siguiente tarea los estudiantes deben iden-
tificar la razén y utilizarla para resolver problemas de porcentaje apoyidndose en

la siguiente representacién tabular:

Areas de bosques tropicales  (Unausidad de irea son diez mil bw?)

-~ Am [osman 2208
1990 2000 ltmos 10aos | gpmeg: 10 afios
Africa B87 634
Asia - Pacifico 349 324
Latino América 057 913
Total 1993 1871

Imagen 2. La razén como porcentaje (Isoda, Cedillo. 2012a, p. 72).
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Aunque no aparezca la intencién explicita, al parecer esta representaciéon con-
duce a los estudiantes a aplicar la técnica de la regla de tres, en los textos se
aprecia como la técnica mds viable para este tipo de tareas. En otras tareas del
mismo tipo se les pide graficar datos similares a los de la tabla anterior y compa-
rar magnitudes como la razén entre nifios y nifias que pertenecen a diferentes
grados escolares.

Para cerrar con este bloque de tareas, nuevamente se plantean ejercicios
relacionados con aspectos que revisaron en el momento del «profesor analista»,
para ello deben realizar tareas donde se les pide obtener la razén en situaciones
de comparacién entre cantidades, por ejemplo, aceite y vinagre, las longitudes
de los lados AB y AC de un tridngulo, encontrar razones equivalentes a una
razén dada o bien encontrar el valor faltante en dos razones equivalentes:

:3 Escribe los nimeros comectos en los
3 1_3
“Eq ® 4
80_5 @ 3
d T8 125 5

Imagen 3. Valor faltante (Isoda, Cedillo. 2012a, p. 37).

En tanto que hasta ese momento s6lo se ha explicitado que de la multiplicacién
o divisién de una razén por un mismo ndmero resulta una razén equivalente,
la imagen 3 es una muestra del uso no institucionalizado de la regla de tres.
Ademais de los ejercicios anteriores, se plantean tareas en las que aplican razones
equivalentes, el ejemplo mis recurrente es el manejo de magnitudes en recetas
de cocina.

La incégnita es también una variable muy utilizada en la resolucién de
problemas, es decir, se plantean actividades donde se muestra la razén y una de
las cantidades para encontrar el valor de la cantidad a comparar, un ejemplo es
cuando se juntan canicas de diferente color y se expresa la razdn que existe entre
ambos colores de canicas. Otro ejemplo empleado para las razones equivalentes
es el uso de diagramas donde a partir de tres magnitudes conocidas deberd en-
contrarse una cuarta desconocida.

Una vez realizadas las tareas donde se incluye la razén como comparacién
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de cantidades, niimero de veces, razones equivalentes y porcentaje, los estu-
diantes vuelven al rol de «profesor analista» y a partir de las tareas ya resueltas
reflexionan sobre la comparacién aditiva (entre 15 y 5 la diferencia es de diez
unidades) y la comparacién multiplicativa (el 5 cabe 3 veces en el 15, es su
cociente). Como se puede apreciar, desde la perspectiva del texto del saber, el
concepto de razén puede definirse como una comparacién multiplicativa entre
dos cantidades mediante un cociente, en ese sentido la razén expresa la relacién
que existe entre la magnitud de dos cantidades, aunque no se expresen las mag-
nitudes originales de tales cantidades. En un ejemplo, la razén de 12y 3 es 4, el
cociente indica que 3 es la cuarta parte de 12, pero en %4, no se observa que las
cantidades que lo originaron fueron 3y 12, podrian haber sido 25 y 100 (Cedi-
llo, Isoda, Chalini, Cruz, Ramirez, y Vega, 2012).

3.1.2. Razdn y proporcidn. Praxeologias diddcticas

En lo que toca a las tareas didacticas, lo que se puede ver es que por lo general
se plantean cuestionamientos a los profesores en formacién sobre las tareas ma-
temiéticas que previamente realizaron o analizaron, véase el siguiente ejemplo:

Imagen 4. Actividades de Razén y Proporcién (Cedillo, et-al., 2012, p. 108).

Los planteamientos se refieren a un argumento propio de la Organizacién Cla-
sica, las nociones de razén y proporcion, a los que los estudiantes en formacién
se han acercado y que se explican en el MER. Resulta destacable la idea de afan-
zar la relacién entre fraccidn y razén que se observa en la consigna 3 donde, en
su papel de profesores, los estudiantes deben reflexionar sobre las dificultades
de sus eventuales alumnos para distinguir similitudes y diferencias entre las «ra-
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zones» como fracciones parte-todo y parte-parte. Lo anterior se ve reforzado
cuando el texto oficial institucionaliza lo siguiente:

Las razones finalmente son ndmeros racionales, son fracciones. Por lo tanto, tienen
sus propiedades y estdn sujetas a sus principios. Una cualidad fundamental de los
niimeros racionales es la de equivalencia. Dos niimeros racionales A/B y P/Q son
equivalentes si y solamente si A x Q = P x B. Los ntimeros racionales equivalentes
se construyen asi: Dado el niimero racional A/B y K cualquier nimero racional
diferente de cero, entonces: (AxK)/(BK) es otro niimero racional equivalente a A/B
(Cedillo. T. er al. 2012, p. 106).

Esta afirmacion establece la igualdad entre razén y niimeros racionales, hecho
que ha sido debatido, no obstante que existe una relacién entre ambos elemen-
tos, resulta necesario establecer esa diferencia con el planteamiento de tareas
matemadticas y diddcticas que permitan esclarecer tal distincién. Con este saber
institucionalizado se cierra al trabajo con la razén y la proporcién para dar paso
al estudio del concepto de porcentaje y su representacién grifica como una
extension de la razén.

3.1.3. El porcentaje. Praxeologz’as matemdticas

Al igual que en la temdtica anterior, el estudio del porcentaje como parte de la
razén comienza con el estudiante en el rol de «analista». Se inicia con el analisis
de una situacién donde se expresa una razén utilizando al 100 como cantidad de
referencia, que en los materiales se le denomina porcentaje, el nimero decimal
(0.01) se emplea como unarazénalaque selellama 1 porciento o 1% (SEP,2012a).

Un ejemplo del tipo de tareas que se le plantean es el siguiente: En un
autobiis de 25 asientos van 20 pasajeros, ;cudl es el grado de aglomeracion del auto-
biis? En este caso el estudiante debe encontrar el resultado de 20+25=?, después
transformar esa razén a una equivalente cuya cantidad de referencia sea 100 es
decir 20+25=? multiplicado por 100, de esta manera encontrard que el grado de
aglomeracion del autobus es del 80%.

Otra tarea matemitica que se convierte en actividad de anilisis es la expre-
sién de razones en porcentajes (35%, 12%, 80%) y la expresién de éstos en nii-
meros decimales (0.50, 0.6, 0.325), con ello se pretende identificar al porcentaje
como una razén que puede ser expresada y manipulada en términos numéricos
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o mediante una grifica en la que manifiesta la relacién parte-todo cuando el
todo se vuelve 100. También se analizan razones mayores que 100 (con la situa-
cién del autobus), si se considera que se tiene un cupo para 25 pasajeros y se suben
30, el grado de aglomeracidn quedaria expresado como 30+25(100)=?.

Para concluir el estudio de esta tematica, el estudiante analiza situaciones
donde es necesario identificar diversos tipos de grificas, la idea es hacer énfasis
en la comparacién de cantidades. En estas tareas se destaca la grifica de banda
que asocia el drea de los rectaingulos con cada una de las razones involucradas
y la grifica circular que permite visualizar con mayor facilidad la distribucién
porcentual de los datos. En estas tiltimas tareas estd inmersa la nocién de por-
centaje dado que es ésta la que permite comprender la representacion grifica.

Una vez que los estudiantes han analizado las tareas matematicas planteadas
en los textos oficiales, se les pide que reflexionen sobre cuestiones como: el por-
centaje establece una comparacion de una cantidad respecto a 100, determinando asi el
tanto por ciento; al comparar una cantidad con otra no necesariamente la segun-
da es 100; para representar un porcentaje mediante una razon se requiere que la
cantidad de referencia en la comparacion sea 100; la razén % puede representar-
se como 75/100 lo que indica 75 de cada 100 que al multiplicarse por 100 lleva al
75%, esta situacion también se puede realizar al multiplicar por 100 una expresién
decimal de la razén, es decir 0.75x100 equivale a 75% (Cedillo.T. et-al. 2012).

3.1.4. El porcentaje. Praxeologias diddcticas

En las tareas didacticas ligadas al porcentaje, planteadas en los materiales educa-
tivos, por lo general las consignas no se modifican de tarea a tarea, generalmente
en todas las tareas se plantean preguntas similares a las que se pueden ver en la
siguiente imagen y que dan cuenta del tipo de cuestiones diddcticas planteadas:

Imagen 5. Actividades sobre el porcentaje (Cedillo. T. et-al., 2012, p. 109).
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En la imagen anterior puede observarse que en las primeras tres preguntas se
pide analizar las OM y OD, es decir se plantean cuestiones sobre la relacién
entre conceptos mateméticos, pero también se pide reflexionar sobre la forma
en que éstos se introducen en la escuela. La tarea 4 coloca al estudiante como
«aprendiz de matemdticas» y como «analista» porque debe resolver problemas
e identificar las dificultades que pudieran tener los nifios de la escuela prima-
ria para resolverlas, cabe destacar que las actividades son semejantes a las que
ya analizé el estudiante en el primer momento de estudio del porcentaje, son
situaciones del tipo: En un drea de 24 m?, expresa el 25% como miimero decimal,
donde el 24 es la cantidad de referencia que se multiplica por 0.25 (la razén) para
encontrar la cantidad comparada.

Al parecer, la intencién es que el alumno transite de la razén como niimero
decimalalaexpresiénde unporcentajey que identifiquelarelacién entre razonesy
porcentaje, la manera de calcularlo y las representaciones gréficas que le subyacen.
Después de esta tarea los estudiantes deberdn presentar los procesos matematicos
que se desarrollan para resolver tareas que involucren el clculo de porcentajes.

Una vez que los estudiantes han transitado sobre esta tematica como «apren-
dices de matemiticas», culminan el proceso de estudio como «disefiadores» de
situaciones que involucren el célculo de porcentajes, aunque también ocupan
una postura de «experimentadores» cuando se les da la consigna de ponerlos
en préctica con alumnos de educacién bésica y reflexionar sobre los resultados
obtenidos a través de registros de clase.

3.1.5. La variacidn proporcional directa. La continuidad del «aprendiz»

Para iniciar el estudio de la variacién proporcional directa nuevamente se ubica
al estudiante como «profesor analista» y se le pide analizar la propuesta didictica
para la ensefianza de la variacién proporcional directa, su representacidn grifica
y sus aplicaciones. Para ello revisa en los textos oficiales las situaciones en las que
se relacionan dos magnitudes que cambian juntas.

Las primeras aproximaciones a la proporcién se realizan mediante tareas
que plantean la relacién entre dos cualidades de los objetos: largo y ancho, agua
y jugo, aceite y vinagre, etc. En este tipo de tareas se comparan dos cantidades,
pero ahora la variacion entre éstas se presenta de modo diferente, por ejemplo,
se les pide identificar el nimero de hojas de papel en un paquete donde se trata
de reconocer la relacién entre la cantidad hojas y su peso para luego encontrar
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el nimero de hojas en un paquete. Una variante es que se les pide identificar
la relacién entre el nimero de hojas y el grosor del paquete para encontrar el
ntimero de hojas existente. Para identificar las relaciones entre magnitudes se
presenta una tabla en la que se puede observar la variacién proporcional entre el
ntimero de hojas y el peso o el grosor.

En estas tareas, las cualidades representadas en las tablas dan la idea de que
se pueden tomar en cuenta mis valores y que dichas cualidades estin relacio-
nadas entre si, por ejemplo, el peso depende del nimero de hojas y el grosor
también, sin embargo debe considerarse el supuesto de que todas las hojas son
iguales en forma y tamafio. En las tablas se registra la variaciéon del nimero de
hojas con relacién a la variacion del peso, de esta manera los datos de las colum-
nas forman razones equivalentes y establecen proporciones.

Por otra parte, para identificar la proporcionalidad directa el estudiante
analiza las tablas con cantidades preestablecidas en las que se puede observar
que, si una cantidad aumenta 2, 3, 4 y 5 veces la otra cantidad lo hard en la
misma proporcién, luego se presentan varias tablas donde se relacionan dos
magnitudes, en éstas el estudiante deberd identificar en cudl se presenta la misma
relacién que se observa en los primeros ejemplos. Previo a la conceptualizacién
de la variacién proporcional se muestra el siguiente modelo tabular (Isoda, Ce-
dillo. 2012b):

4  Estudiemos la relacién que hay entre la longitud v el peso de un cable.
(D Si la longitud del cable se incrementa en 2, 3, 4 veces v 5 veces, jcomo

varia el peso?

4 vece
3 veceg\ 2 vace
veces B\
Longitud (m) | 1 2 3 4 5 6 7 8
Peso (g) 20 40 60 80 100 120 140 160
——
s E‘.:e%/ ~— L Jvems/’
jveces
vecés

Imagen 6. Variacién proporcional directa (Isoda, Cedillo, 2012b, p. 48).

En la tarea de la imagen se pretende que el alumno comprenda que cuando se
tienen dos magnitudes, si una aumenta la otra también lo hace y si una dismi-
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nuye también lo hard la otra, asi se podrd decir que esas magnitudes varian en
forma directamente proporcional dado que al aumentar o disminuir 2, 3, 4 veces
la otra se modifica en la misma forma. Para complejizar la situacién se pide a
los alumnos que en lugar de aumentar o disminuir las cantidades con niimeros
enteros lo resuelvan con aumentos (nimero de veces) decimales o fraccionarios
por ejemplo, ;cémo cambia su peso cuando su longitud disminuye a %5 o 1/5?

Como se puede ver, en la tabla se muestra la variacién del peso del alambre
y la longitud, las columnas muestran razones equivalentes, es decir propor-
ciones. Esta tabla, ademds de mostrar las cualidades del cable (peso y longitud)
expresa las modificaciones (flechas curvas de color rojo), de esta manera, si se
calculan las razones peso/longitud se obtendra 20 en cualquier par de datos, en
términos generales esto se puede representar mediante la expresion peso + lon-
gitud = 20, donde 20 corresponde a la constante de proporcionalidad.

Una vez identificada la variacién directamente proporcional, se pide a los
estudiantes que analicen situaciones problemiticas que incluyen modelos ta-
bulares, en éstas se puede apreciar que en algunos casos la relacién entre una
cantidad y otra no presenta esta misma cualidad, un ejemplo de ello se puede
ver en la siguiente tabla:

Volumen de agua (1) 0 1 2 5 8 11 15

Profundidad (cm) 0 2 4 10 16 22 30

Tabla 9. Variacién proporcional (Isoda, Cedillo, 2012b).

En la tabla anterior se puede ver que profundidad y volumen no varian en forma
directamente proporcional, lo que se pretende es que el estudiante identifique la
forma como aumenta la profundidad cuando el volumen aumenta un litro. Cada
vez que se agrega un litro de agua la profundidad aumenta en dos centimetros, en
esta situacion se intenta que el estudiante identifique la constante de proporcio-
nalidad y la pertinencia de utilizar el valor unitario como técnica mis eficiente.

Para cumplir con dicha tarea se busca el cociente entre profundidad y
volumen para encontrar una cantidad constante que al multiplicarse por una
cantidad variable (volumen del agua en litros) permite encontrar otra cantidad
variable (profundidad del agua en centimetros). Una vez realizado el trabajo
los alumnos deberdn generar expresiones aritméticas que correspondan a casos
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similares (peso + longitud, distancia + tiempo, costo + longitud, peso + niimero
de hojas, etc.). En este caso se observa que dos variables son directamente pro-
porcionales si el cociente entre los valores correspondientes a cada una de las
variables se mantiene constante.

Luego de analizar la tabla se retoman ejemplos anteriores para identificar
cémo se da la transicién de un modelo tabular (tabla) hacia un modelo grifico,
una vez hecha la grifica cartesiana se analiza comparando las lineas A y B que
representan dos cables:

(@ Longitud y peso de los cables
100

088
8

40

20

10

o 0.5 1 1.5 2 2.5 3(m)
Longitud

Imagen 7. Gréfica de variacidn proporcional (Isoda, Cedillo, 2012b, p. 54)

En esta grifica se intenta distinguir cudl de los cables es mas pesado, ademais se
busca encontrar la longitud y/o peso, dada una de las cantidades. Con ello se
establece que en la grifica de una relacién directamente proporcional se cons-
truye una linea recta que pasa por el punto (0, 0), es decir la interseccion de los
ejes vertical y horizontal, ademas el cociente entre las dos magnitudes (peso y
longitud) es constante. Con este tipo de tareas los estudiantes inician el estudio
de situaciones para comprender la transicién de un modelo aritmético a un mo-
delo algebraico y la relacién de las lineas rectas con la funcién lineal.

Como se puede observar, en su papel de «aprendices» de matemaiticas los
estudiantes resuelven tareas relacionadas con la variacién proporcional directa,
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de esta forma se busca que representen relaciones matematicas en una tabla, que
entiendan el concepto de proporcionalidad directa, que expresen con palabras
una relacién matemdtica, que construyan graficas que representen relaciones y
que resuelvan problemas de proporcionalidad directa.

En el dltimo tema de estudio asociado a la variacién proporcional directa,
donde el estudiante funciona como «aprendiz», se propone una tarea relaciona-
da con la proporcionalidad inversa, en ella realizan el mismo recorrido que en la
directa, aunque con un menor niimero de tareas, un ejemplo de éstas, tomado
de Isoday Cedillo (2012b), es establecer la relacidn entre el ancho y el largo de varios
rectdngulos cuya drea sea 24 m?.

Una vez identificadas las relaciones entre largo y ancho, se da el valor del
«ancho» y se pide llenar una tabla con los datos faltantes que coinciden con el
ntimero de relaciones que se pueden establecer dada el drea especificada, luego
se pide identificar cémo cambia el dargo» de cada rectingulo cuando el ancho
se duplica, triplica, etc. Con ello se instituye que «cuando dos cantidades cam-
bian juntas y una de ellas disminuye a la mitad, la tercera parte y asi sucesiva-
mente, mientras la otra aumenta al doble, al triple y asi sucesivamente, decimos
que esas cantidades varfan de forma inversamente proporcional» (Isoda, Cedillo,
2012b, p. 98).

Después de analizar y resolver la tabla se pide elaborar la gréfica, la inten-
cién es identificar que la proporcionalidad inversa no se representa mediante
una linea recta sino una curva, situacién que en la modelizacién funcional cons-
tituye el antecedente para abordar el trabajo de la inversa de una funcién y la
funcién inversa. Para cerrar el estudio de la proporcionalidad, se plantean tareas
para un «aprendiz de matematicas», en este momento se pretende que «ejerci-
ten» los aspectos trabajados durante el tltimo tema de la unidad, podria decirse
que con estas tareas (Ver imagen 8) se concluye el estudio de la proporcionali-
dad y el modelo aritmético.

Como se puede observar, con estas actividades se pretende cumplir un pro-
posito, que los estudiantes adquieran el dominio matemdtico de la proporciona-
lidad mediante tareas enmarcadas en la organizacién clisica. Si bien en algunos
momentos se coloca al estudiante en posicién de «analista», en términos gene-
rales sus tareas tienen que ver con el «aprendiz» de matemdticas, no asi en su rol
de profesor.
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Imagen 8. Actividades de variacién proporcional directa (Cedillo, et-al., 2012, p. 115).

Por otra parte, las situaciones problematicas planteadas dejan muy poco espacio
para una institucionalizacién que permita a los estudiantes reconocer y nombrar
los conceptos matemiticos implicitos en esos problemas y cuando se institucio-
naliza, es claro que se hace desde el soporte que brinda la organizacién clésica.
Este desequilibrio entre problemas y conceptos es propio de las actividades para
la escuela primaria pero también se hace presente en los programas para las
escuelas normales, es relevante destacarlo porque en general, los profesores en
formacion resuelven tareas muy similares a las de la escuela primaria.

Para ilustrar el argumento anterior, en la dltima tarea planteada se sugiere
la resolucién de situaciones de variacién proporcional directa, incluidas en el
bloque 3 del texto «Del sentido numérico al pensamiento prealgebraico» (Cedi-
llo y Cruz, 2012), dicho bloque se asocia con el trabajo de fracciones comunes
y se incluye una hoja de trabajo denominada «Fracciones y razones» donde se
incluyen tareas de «resolucién de problemas» como la siguiente:
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Hoja de trabajo 25 \\

Fracciones y razones

Observa la figura de la derecha para contestar lo que se indica en cada inciso.

1. ;Cual fraccién corresponde a la cantidad de puntos que estan totalmente dentro
del triangulo respecto al total de puntos que aparecen en la figura?

2. ;Cual fraccion representa la cantidad de puntos que estan dentro del cuadrado con respecto al total de

puntos que hay en la figura?

Imagen 9. Actividades de cierre de la unidad de aprendizaje 4 (Cedillo y Cruz, 2012, p. 94).

La imagen 9 constituye un ejemplo del tipo de tareas con las que concluye el
estudio de la variacién proporcional, lo destacable es la ausencia de tareas di-
décticas dado que las tnicas aproximaciones a tareas de este tipo aparecen en
el estudio de la razén, la proporcién y el porcentaje, no asi en el estudio de la
variacién proporcional directa. Lo que esta ausencia indica es el desequilibrio
entre las OM y las OD que influye de manera significativa en la praxeologia
didactica del profesor en formacion.

Cabe sefialar que para estudiar las cuestiones didicticas se utiliza la «Guia
para el aprendizaje y ensefianza de la aritmética en las escuelas normales»® (Ce-
dillo, et-al. 2012), en ésta se explicitan las tareas did4cticas que se han enunciado
porque su intencién principal es mostrar a los alumnos ciertas cuestiones de las
OD que pudieran ser empleadas para el disefio y experimentacién de dispositi-
vos didicticos en semestres posteriores, un ejemplo se muestra a continuacion:

6. La «Guia para el aprendizaje y ensefianza de la aritmética» se estructura en cinco partes: I). La ensefian-
za de las matemdticas: el papel del andlisis de videos y de los libros de texto, donde se hace énfasis en el Estudio
de Clases como método de trabajo colaborativo entre maestros. II). Aprendiendo a aprender matemadticas,
en el cual se destaca la importancia del estudio y desarrollo del conocimiento matemdtico. I1I). Resolucidn
de problemas: el gusto por las matemdticas, donde se aborda la distincién entre una tarea y un problema, la
importancia de la formulacién de preguntas y las fases de ensefianza en la resolucién de problemas. 1V).
Andlisis del tratamiento matemdtico-pedagdgico de los temas de aritmética, aqui se revisan los conceptos mate-
miticos abordados en todo el curso y se plantean «Actividades que se sugieren para los futuros docentes».
V). Orientaciones para el trabajo en la Licenciatura en Educacidn Preescolar, similar a la parte cuatro, pero
dirigida al preescolar.
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FASES DE ENSENANZA EN LA RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS.

Las fases de ensefianza en el marco de la resolucién de los problemas pueden esquematizarse como sigue:

Fase Participacion del maestro Estatus de los alumnos

Presentacion del problema Presenta el problema sin hacer Abordan la tarea pero no necesariamente conocen el objetivo de |a clase.
explicito el objetivo de la clase.

Planeacion y prediccion de la Guia a los alumnos para que Tienen expectativas, conocen el objetivo de la clase, reconocen
solucion reconozcan el objetivo_ tanto los datos como las incognitas, de qué se trata el problema y
proponen ideas para abordarlo -

Resolucion grupal /resolucion Apoya el trabajo individual. Tratan de resolver el problema con las ideas que compartieron.
independiente Establecen relaciones entre lo conocido y lo desconocido y tratan

de representarias en diferentes formas. Es suficiente si algunos
alumnos proponen ideas, no debe esperarse hasta que todos los
alumnos den respuestas correctas, porque responder cofrectamente
no es el propésito principal de la clase. Si se dedica tiempo a esperar
a todos, los alumnos pueden perder sus ideas y decrecera su
motivacion para discutir las soluciones que se presenten.

Explicacion y discusion / Guia la discusion con base en Explican cada acercamiento y los comparan relacionando lo
validacion y comparacion el aobjetivo de la clase. conocido con lo desconocido. Se comunican para entender las
ideas de los demas considerando sus acercamientos. Valoran
el esfuerzo de los demas y reconocen que es una meta a lograr
mediante el trabajo en grupo.

Resumen/aplicacion y Guia la reflexion de los alumnos Reorganizan lo que aprendieron durante la clase; valoran sus
posteriores desarrollos logros, formas de razonamiento e ideas.

Imagen 10. Fases de ensefianza con la resolucién de problemas (Cedillo, er. al. 2012, p. 24).

En la imagen se puede ver la semejanza entre la secuencia planteada y los mo-
mentos diddcticos planteados por Chevallard (1999), asi como los tipos de situa-
ciones enunciadas por Brousseau (1980) en la Teorfa de las Situaciones Did4cti-
cas que se aborda en la Unidad de aprendizaje I, junto con el Estudio de clases’,
en esa unidad se realiza un andlisis de ambos modelos a partir de la revisién de
textos.

3.1.6. Praxeologias matemdticas y modelizacion algebraica
En el segundo curso sobre ensefianza de las matematicas (Algebra: su aprendiza-
je y ensefianza) los estudiantes recuperan algunos elementos aritméticos asocia-
dos a la proporcionalidad para comprender el modelo algebraico que constituye
la modelizacién funcional.

Este trayecto se inicia con el estudio de las regularidades que presentan los
patrones numéricos (funciones lineales y cuadraticas), dado que las expresiones

7. El Estudio de Clases es una modalidad de desarrollo profesional docente, conducida por los propios pro-
fesores de las escuelas [...]. Un grupo reducido de docentes planifica una clase, uno o dos docentes imple-
mentan la clase con sus alumnos, la clase es observada y analizada en piiblico (Isoda y Olfos, 2009a, p. 17).
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algebraicas adquieren significado en un contexto numérico, con esta situacién
se llega a la formulacion de conjeturas que orientan la construccion de expresio-
nes algebraicas para describir las reglas propias de dichos patrones. Este acerca-
miento permite que los estudiantes puedan asignar significados a las variables de
una funcién como simbolos que pueden admitir muchos valores que dependen
de otro valor (SEP, 2012c).

Se podria decir que una vez trabajada la proporcionalidad y los patrones
numéricos, a través del anélisis del comportamiento de las grificas y tablas, los
estudiantes profundizan en el concepto de funcidn, su representacion algebrai-
ca, tabular y grifica, asi como en los conocimientos matemiticos asociados con
dicho concepto.

En tal caso es evidente que se retoman elementos del curso de Aritmética para
el uso del lenguaje algebraico, especialmente para expresar generalizaciones®.

En este sentido el estudiante comprende que algebrizar brinda una mayor
ventaja que el empleo de la aritmética, es decir, que la manipulacién algebraica,
aunque mds compleja, es mis eficaz porque sirve para todos los casos de una
misma situacién.

Entre las actividades que vinculan la proporcionalidad con el estudio del
Algebra y que pudieran relacionarse con un modelo epistemolégico de refe-
rencia propio de la modelizacién matemdtica, estin aquellas asociadas a una
representacidon como la siguiente:

Valor de entrada Valor de salida
7 14
8 16
9 18
15 30
18 36

Tabla 10. Representacién tabular (SEP, 2012c).

8. El curso de Algebra: su aprendizaje y enseiianza se desarrolla en segundo semestre de la Licenciatura
en Educacién Primaria, se compone de tres unidades de aprendizaje: I) Acercamiento a los conceptos de
funcién y ecuacién, 1) Comportamiento de funciones lineales, cuadriticas y racionales y III) Procedi-
mientos para operar con expresiones algebraicas y resolucién de ecuaciones (SEP, 2012c). Cabe sefialar
que, aunque el curso profundiza en la nocién de funcién, su tipologia y representacién, no es sino en la
funcién lineal donde se aprecia la asociacién mas apegada a la proporcionalidad, por tal motivo en este
apartado s6lo se hace alusién a la descripcién y anilisis de la funcién lineal inscrita en el texto del saber.
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En esta tarea, el estudiante debe identificar el valor de salida cuando los valores
de entrada son 5, 25 y 17, indicar las operaciones que permiten obtener los
resultados y escribir una expresién matemdtica que produzca los valores de en-
trada y salida. El modelo algebraico surge al representar el valor de entrada con
«x»y al valor de salida como «y» para formar la expresién y=2x. En este caso el
2 representa la constante y establece que, si una magnitud aumenta el doble, el
triple, etc., la otra lo hard en la misma proporcién. A partir del anilisis de la tabla
se puede reconocer la relacién entre el valor de entrada y de salida (dominio
y codominio), de esa manera el estudiante podré establecer la transicién hacia
un modelo generalizante que no se limita a los valores absolutos propios de la
aritmética.

Luego de esta primera aproximacién a los valores proporcionales, el pro-
grama del curso se centra en tareas relacionadas con la constante de propor-
cionalidad fraccionaria, la actividad es similar en todos los casos, se plantea una
representacion tabular con los valores de entrada y de salida para establecer la
relacion entre ambos a través de una expresiéon matemdtica, la diferencia radica
en el cociente fraccionario. Este hecho al igual que en la perspectiva aritmética
se resuelve al dividir el valor de salida entre el valor de entrada, sin embargo la
dificultad y transicién a la vez, radica en el modelo algebraico que tendrd que
emplear el estudiante para establecer dicha relacién y encontrar el valor de y
dados algunos casos, la expresién quedaria representada como: x/2, x(1.5) o x
(3/2), x/10 o bien x (1.01).

En cuanto a la funcién lineal, se incluyen tareas con representaciones ta-
bular, algebraica y grifica para estudiar el comportamiento de funciones de la
forma y=mx+b, reconocer la pendiente de la recta como la razén del desplaza-
miento vertical en el eje y, el desplazamiento horizontal en el eje x, asi como
identificar los conceptos de crecimiento y decrecimiento al observar el compor-
tamiento de pendiente de una recta (SEP, 2012c).

3.1.7. Praxeologias diddcticas y modelizacion algebraica

Una vez realizadas las tareas anteriores, centradas en lo matematico, se plantean
tareas relacionadas con lo didictico como:

*  Anilisis de propuestas didacticas para la transicién de la aritmética al
dlgebra.
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+  Disefio de secuencias didacticas para la educacién primaria en las que
se aborde el estudio de las literales y el desarrollo del pensamiento al-
gebraico.

*  Revision y andlisis de los contenidos matematicos que se abordan en la
educacién primaria e identificacién de aquellos que constituyen la base
para el estudio de las transformaciones algebraicas.

*  Disefio de problemas que requieran el uso del c6digo algebraico en su
planteamiento y solucién (SEP, 2012c).

Como puede observarse, a partir del modelo funcional el estudiante tiene apro-
ximaciones a conceptos asociados con la proporcionalidad, lo mismo desde un
papel de «aprendiz» de matemiticas que como profesor «analista» que realiza
anilisis matemdticos o de perspectivas tedricas para identificar la transicion de
la Aritmética al Algebra.

También se hace presente el rol del profesor «disefiador» de problemas ma-
teméticos y secuencias diddcticas, aunque los disefios no se experimentan en
la escuela primaria porque el momento del disefio no se corresponde con los
periodos de practica en las escuelas primarias. Con ello se confirma la dificultad
que existe en las restricciones institucionales de formacién para la experimenta-
cién de dispositivos diddcticos en la escuela primaria.

Una vez hecha la revisién del texto del saber para identificar el nimero
y tipo de tareas que se incluyen en los cursos Aritmética: su aprendizaje y su
enseiianza (Modelo clasico de la proporcionalidad) y Algebra: su aprendizaje y
su ensefianza (Modelo funcional),’ en la tabla siguiente se observan las cifras
globales de ambos tipos de praxeologias:

9. Se retom solo la primera unidad del curso de Algebra: su aprendizaje y su ensefianza dado que es en
ésta donde se presenta de forma mis clara y explicita la vinculacién de la proporcionalidad con el modelo
funcional.
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Organizaciones matematicas (OM) Tareas/Niimero Frecuencia relativa
Razones 7 33.33%
Porcentaje 3 14.29%
Proporcionalidad 5 23.81%
Relaciones funcionales 6 28.57%
TOTAL 21 100%

Tabla 11. Organizaciones matemdticas en el texto del saber.

Como lo muestra la tabla 11, hay un mayor niimero de praxeologias matemati-
cas dedicadas al estudio de la razén (33.33%), estas tareas principalmente se en-
focan al trabajo con el concepto de razdn, su representacién en graficas, la razén
y comparacién entre dos magnitudes, la relacién entre la razén, la proporcién y
la fraccién asi como tareas para la biisqueda de razones equivalentes.

Para el estudio del porcentaje sélo se incluyen tres tareas, aquellas donde se
vinculan porcentaje y razén, su representacién grafica y la resolucién de pro-
blemas que involucran el cilculo de porcentajes como una razén.

Para el caso de la proporcionalidad, el nimero de tareas se ubica en un lugar
intermedio en comparacién con el resto de los otros conceptos matemiticos, el
23.81% de las tareas se focalizan en la proporcionalidad y fundamentalmente se
refieren al manejo de la variacién proporcional directa y la constante de pro-
porcionalidad en modelos tabulares, la construccién de grificas de proporcio-
nalidad, la resolucién de problemas de proporcionalidad directa y la busqueda
de valores faltantes.

Por ultimo, respecto a las relaciones funcionales se encontraron tareas aso-
ciadas al estudio de los patrones numéricos (valores de entrada y salida), valores
proporcionales, reglas de dos pasos, patrones con valores negativos, constante
de proporcionalidad fraccionaria y lectura de expresiones algebraicas.

En esta distribucion se observa que dicho porcentaje pertenece al estudio
directo de la proporcionalidad, lo que indica un desajuste significativo en el blo-
que practico-técnico, dicho desajuste muestra una débil formacién matemaitica
en el dmbito de la proporcionalidad y una relacién apenas tangencial con los mo-
delos epistemoldgicos de referencia (El modelo clasico y el modelo funcional).

En cuanto a las praxeologias didicticas, s6lo se hace visible una diferencia
de 5 tareas entre las OM y las OD (21 para las primeras y 16 para las segundas),
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no obstante la distribucién porcentual entre los objetos de estudio si refleja dife-
rencias relevantes, sobre todo en las OD de la proporcionalidad, esto se muestra
en la siguiente tabla:

Organizaciones diddcticas (OD) Tareas/Niimero Frecuencia relativa
Razones 3 18.75%
Porcentaje 9 56.25%
Proporcionalidad 0 0%
Relaciones funcionales 4 25%
TOTAL 16 100%

Tabla 12. Organizaciones diddcticas en el texto del saber.

La tabla anterior muestra la ausencia de tareas diddcticas para el estudio de la
proporcionalidad, pero paradéjicamente, el menor nimero de tareas matemati-
cas (para el porcentaje) corresponde al mayor niimero de tareas did4cticas, éstas
se refieren al anilisis del funcionamiento del porcentaje como objeto matema-
tico, a la identificacién de dificultades que los alumnos de la escuela primaria
pudieran tener en la resolucién de situaciones problematicas, la identificaciéon
de saberes previos necesarios para la comprensién de este concepto y la descrip-
cién de situaciones en las que el porcentaje se hace presente, cabe sefialar que
es en el estudio de este objeto de saber donde aparece la tinica OD cuya tarea
corresponde a la puesta en prictica o experimentacion de situaciones problema-
ticas con alumnos de la escuela primaria.

En lo concerniente a la razdn, apenas se observa un 18.75% de tareas didéc-
ticas que se centran en la identificacién de los propésitos didicticos en ciertas
lecciones del libro de texto y las dificultades que podria enfrentar un alumno de
la escuela primaria para comprender su significado.

En cuanto a las relaciones funcionales, el 25% de las tareas didicticas co-
rresponden a este objeto y se focalizan en la revision, analisis y disefio de situa-
ciones problemiticas y secuencias didacticas.

En conclusién, el texto del saber refleja una distribucién de tareas matema-
ticas y diddcticas que da mayor énfasis al papel de «aprendiz de matemiticas» y
s6lo incluye pocas tareas en las que se sittia como profesor en acto, tal situacién
se muestra en la siguiente tabla:
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Aprendiz de matemdticas  Profesor analista — Ingeniero Profesor en acto
Disefiador
No. de tareas 21 7 2 1
matematicas
No. de tareas didicticas 0 5 1 0
Total absoluto 21 12 3 1
Total relativo 56.75% 32.44% 8.11% 2.70%

Tabla 13. Papel del profesor en las OM y las OD.

Tal como lo muestra la tabla 13, m4s de la mitad (56.75%) son tareas matema-
ticas, donde el estudiante ocupa el rol de «aprendiz» de matematicas, mientras
que el 43.25% son tareas diddcticas en las que el profesor en formacién juega
un rol de «analista», «disefiador» y «profesor en acto», roles que se corresponden
con los médulos del Recorrido de Estudio e Investigacién. No obstante, en las
tareas diddcticas se hace mayor énfasis en la postura de profesor analista, sobre
todo cuando se trata de la revision de estructura, funcionamiento y dificultades
de las tareas matematicas vividas.

Para el caso del profesor «disefiador» sélo se incluye un 8.11% de tareas di-
dacticas y sélo una corresponde al modelo aritmético, las dos restantes se enfo-
can en el modelo algebraico y promueven el disefio de situaciones que requie-
ren el uso de un cédigo de esta naturaleza y el disefio de secuencias didécticas
para el desarrollo del pensamiento algebraico. Para el rol de «profesor en acto»
sélo se incluye un 2.7% (una tarea) que corresponde al estudio del porcentaje y
donde se pide que apliquen una situacién problemitica previamente elaborada,
con alumnos de educacién bésica.

Como se puede observar, el texto del saber oficial no plantea un espacio
curricular para la experimentacién de dispositivos de ensefianza de la propor-
cionalidad, sélo se plantea para el porcentaje y si bien es cierto que en otras asig-
naturas los profesores en formacién realizan visitas de observacion a las escuelas
primarias, lo hacen para revisar los contextos en los que se ubican las escuelas y
s6lo ocasionalmente pueden realizar una observacién en aula, es hasta el segun-
do semestre, momento en el que ya ha pasado el estudio de la Aritmética (y de
la proporcionalidad), cuando se programan ciertas «ayudantias»' en diferentes

10. En las ayudantias los profesores en formacién realizan actividades de apoyo al profesor titular del
grupo, como revisién de trabajos, registro de asistencia, entrega de tareas escolares y en algunos casos
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grados de la escuela primaria, lo que minimiza las posibilidades de que cada uno
de los estudiantes tenga la posibilidad de experimentar un dispositivo de ense-
fianza propio de la proporcionalidad.

Finalmente, se podria decir que el texto del saber otorga mayor énfasis a las
praxeologias matematicas, lo que ilustra la importancia que la institucién otorga
al dominio de lo matematico, no obstante esta consideracion, las temiticas que
corresponden al estudio formal de la proporcionalidad se limitan al estudio de
conceptos matemdticos que conforman el modelo clsico de la proporcionalidad
y al bloque tecnolégico-tedrico propio de la Teoria de Razones y Proporciones.
También es significativo que se minimizan los momentos en que se especifican
las técnicas convencionales para gestionar su estudio y evolucién en las escuelas
de educacion bésica. Ambas deficiencias, la conceptual y la técnica, influirdn de
manera directa en el disefio y posterior gestién de dispositivos diddcticos.

En cuanto a las praxeologias diddcticas es destacable la intencién del texto
para favorecer el papel del profesor analista, las tareas estdn centradas principal-
mente en las cuestiones matemdticas mas que en las diddcticas, en muy pocos
momentos se pide al profesor en formacién que disefie situaciones o dispositi-
vos para el estudio de la proporcionalidad y menos que los experimente en el
espacio escolar.

Es de considerar también que el texto oficial del saber aumenta progresiva-
mente la insercion de los profesores en formacién en la praxis educativa y aun-
que en los tltimos dos semestres de su formacién la mayor parte la desarrollan
en la escuela primaria, no es desconocido que al menos en el periodo en el que
estudian cuestiones aritméticas (que corresponden a una gran carga curricular
de la ensefianza de las matemiticas en la escuela primaria) las aproximaciones
entre el saber y el hacer didictico guardan un importante desequilibrio en las
praxeologias de formacion.

aplicacion de alguna breve actividad como leer o escribir un texto con los alumnos, plantearles un pro-
blema matemitico, generalmente realizan estas actividades como diagndstico que luego analizan bajo la
luz de algtin sustento teérico en la Escuela Normal, pero no se involucran directamente en el disefio de
dispositivos didcticos para trabajar algtin campo del saber, esto se presenta hasta el tercer semestre cuando
cursan la asignatura de Geometria: su aprendizaje y su ensefianza.
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IV. VIVIR UN REI
L. AS PRAXEOLOGIAS DE LOS «APRENDICES» DE MATEMATICAS

Como se dijo en capitulos anteriores el Recorrido de Estudio e Investiga-
cién (REI), es un dispositivo para la formacién y su desarrollo parte de una
cuestién generatriz, de una «pregunta viva» (Q0) que permita el estudio de un
saber particular, cuyas respuestas no sean directamente accesibles y que a su vez
se desglose en cuestiones de diferente grado con las que se trastoquen las no-
ciones relacionadas entre si (Ruiz, 2015). En el caso que nos ocupa, el recorrido
articula los cuatro médulos que componen un Recorrido de Estudio e Investi-
gacion para la Formacién de profesores (REI-FP) y en cada médulo el profesor
en formacién ocupa un rol particular:

* Primer médulo M,: «Vivir un RED» Rol: «aprendiz de matemdticas»
* Segundo moédulo M,: «Analizar el RED» Rol: «profesor analista»

¢ Tercer médulo M,: Disefiar un RED» Rol: «ingeniero diseiiador»

+ Cuarto médulo M;: «Gestionar y Rol: «profesor en acto»

experimentar un REI

En este capitulo se da cuenta de lo acontecido en el M6édulo M, en el que se
plantearon varias tareas y subtareas matemiticas, cabe aclarar que luego de que
se resolvian se desarrollé un momento en el que los profesores en formacién
discutian sobre la pertinencia y la efectividad de las técnicas que utilizaron. La
cuestion generatriz del REI-FP fue la siguiente:

QO-FP: ;Cuiles son las praxeologias matemiticas y didacticas ligadas a la propor-

cionalidad a incluirse en la formacion de profesores?

Bajo esta perspectiva, la pregunta ha de guiar la reconstruccién de praxeologias
matemiticas, por ello el objetivo es analizar las acciones de los profesores en for-
macién cuando «viven» el REI ocupando el rol de «aprendices de matematicas»,
asi la cuestién de este modulo es:
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Q1: ;Qué técnicas (1) y discursos tecnolégico tedricos (0, ©) despliegan los profe-
sores en formacién para resolver tareas (T) matemdticas en la reconstruccion de una

praxeologia ligada a la proporcionalidad?

Para dar respuesta a tal cuestién, durante el médulo M, del REI-FP, se plan-
tearon cinco tareas en las que se gestionaron los seis momentos de estudio!
propuestos por Chevallard (1999). Cabe aclararse que las tareas en este primer
moédulo podrian denominarse «rutinarias» porque los profesores en formacién
dominaban ya las técnicas para su solucién, pero también se plantearon otras
para las que adn no disponfan de una técnica convencional. Con ello «...nue-
vos tipos de tareas, que son entonces los tipos de problemas, se asientan asi, y
nuevas praxeologias vendran a constituirse a su alrededor...» (Chevallard, 1999,
p- 227).

Dicho asentamiento pretendié establecer un recorrido desde la aritmetiza-
cién -vista a partir de la Teorfa de las Razones y Proporciones- hacia el modelo
algebraico para llegar a la generalizacién en la solucién de situaciones de la
proporcionalidad.

El siguiente planteamiento denominado «El Petréleo» se constituy6 como
eje del recorrido de estudio a través del cual se organizaron todos los médulos

del REI-FP.

En México se preparan varias clases de petréleo crudo para exportacion, entre ellas
el Olmeca y el Maya, segiin su demanda tiene variaciones en su cotizacién, los
datos mis recientes indican que durante el tlltimo cuatrimestre del 2014 el costo de
un barril de petréleo Olmeca era de $995 y el de un barril de petrdleo Maya era de
$865. Dado el impacto que tiene la variacién de los precios en la produccién del
petréleo resulta interesante realizar un estudio que permita identificar la relaciéon

que se establece entre el niimero de barriles y su costo.

En lo que sigue, se da cuenta del tipo de tareas T1 (cinco) que se desprenden de
la situacion anterior y de las técnicas matemiticas que los profesores en forma-

1. Dichos momentos son: el momento del primer encuentro, el momento exploratorio, el momento
del trabajo de la técnica, el momento tecnoldgico-tedrico, el momento de la institucionalizacién y el
momento de la evaluacién.

126



cién desplegaron ante cada una. Mediante este andlisis se busca identificar las
técnicas que resultaron mis eficientes para cada tarea y su evolucién, ademis se
analiza el discurso tecnolégico que subyace a las técnicas empleadas.

4.1. TAREA DE VALOR FALTANTE Y MAGNITUD VARIABLE

Como se ha mencionado, todo el primer médulo gira en torno de la cuestion
Q1, empero ésta a su vez va generando otras cuestiones propias del proceso de
estudio. Para esta primera etapa del médulo se estructurd la cuestién Q.1.1., a
saber:

Q1.1. ;Qué técnicas (1) despliegan los profesores en formacién para resolver tareas

(T1.1) de proporcionalidad asociadas al valor faltante?

Para dar respuesta a dicha cuestion se planteé la tarea (T1.1) relativa al valor
faltante con diferentes magnitudes en una relacién proporcional entre dos mag-
nitudes (cantidad-costo). La tarea incluy6 los siguientes cuestionamientos:

*  ;Cuil es el costo de 4 barriles de petréleo Maya? (magnitud entera).

+  ;Cuinto se debe pagar por 3/4 de barril Maya? (magnitud fracciona-
ria).

+  ;Cudnto se debe pagar por 0.358 partes de barril Maya? (magnitud
decimal).

*  Sise quiere comprar $900, $450 y $45 de petréleo Maya, ;qué canti-
dad de barriles se debe dar? (valor faltante magnitud entera-niimero de
barriles).

Para este tipo de tareas las técnicas més eficientes en funcién del tipo de mag-
nitud son el valor unitario y el factor de proporcionalidad, al tratarse de una
relacion directamente proporcional el cociente de las magnitudes que varfan es
siempre el mismo, en esta variacién es 865/1 y la constante de proporcionalidad
o valor unitario se determina con el precio de cada barril.

Para encontrar el costo (valor faltante), se puede utilizar la siguiente técnica:
a) identificar el costo de un barril (valor unitario) y, b) multiplicar dicho valor
por la cantidad de barriles que se desea comprar (4, % o 0.358). Del mismo
modo, para encontrar el niimero de barriles que se compran con determinada
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cantidad de dinero (valor faltante), se puede utilizar la siguiente técnica: a) iden-
tificar el valor unitario (865) y, b) dividir la cantidad de dinero entre el valor
unitario.

La tarea incluia diferentes tipos de magnitudes (entera, decimal o fraccio-
naria), la intencién era que en el momento exploratorio los estudiantes identifi-
caran y utilizaran una técnica (1) para resolver tareas de valor faltante, algunas
podrian ser valor unitario, factor constante de proporcionalidad (11) y regla de
tres (12). También se esperaba que valor unitario fuese la (t) mas utilizada por su
eficacia y economia. Una vez que utilizaran y validaran la eficacia de la técnica,
se gestionaria un momento de trabajo de la técnica® para que los profesores en
formacion la dominaran plenamente y para que, en lo sucesivo fueran capaces
de identificar el tipo de tareas para las que las técnicas 11 y 12 resultan eficientes
y utilizarlas de modo efectivo. Asi, en la medida que comprendan su funciona-
lidad, sera posible gestionar el momento de institucionalizacién (tecnoldgico-ted-
rico) relativo a la Teorfa de Razones y Proporciones.

4.1.1 Praxeologias con magnitudes enteras
El propésito de la tarea ;Cudl es el costo de 4 barriles de petréleo Maya?) era que
identificaran el valor faltante en una relacién de variacién proporcional entre
magnitudes enteras, la técnica més eficiente y econdmica® para resolverla es el
«valor unitario» puesto que se incluye el costo de un barril ($865), por lo tanto
para encontrar el valor faltante bastarfa con multiplicar cualquier nimero de ba-
rriles por el valor de un barril. En lo que sigue se describen las técnicas utilizadas
por los profesores en formacién.

Siete de los ocho profesores en formacién utilizaron el valor unitario consi-
derdndolo como multiplicador tal como lo hace PF4* (Véase imagen 11).

. Bl momento de trabajo de la técnica se caracteriza por mostrar a través de una articular la forma en
2.El to de trabajo de la t t trara t d OM particular la f
que se puede retomar un ingrediente técnico que los alumnos han aprendido a emplear de modo rigido y
limitado para generar nuevas técnicas, justificaciones, explicaciones y cuestiones con el propésito de que
la OM inicial se amplie y complete progresivamente (Fonseca, Casas, Bosch y Gascén, 2009).

. Si bien, esta tarea también puede resolverse utilizando la técnica «regla de tres», la mas econdmica,
3.5ib ta tarea tamb d | tilizando la ¢ gla de ¢ 1
porque exige menos fases en su desarrollo es la de «valor unitario».
4. PF4: Profesor en Formacién No. 4. En lo que sigue se utilizard esta designacién para hacer referencia

q g g

a cada uno de los sujetos que participaron en este estudio.

128



_865xXY4 $3460
2460

Imagen 11. Valor unitario como multiplicador (PF4).

Como se puede ver, la multiplicacidn se asocia a una relacién de proporciona-
lidad y aunque posiblemente no ha sido identificada todavia desde una defini-
cién formal, los profesores en formacién usan la multiplicacién como una téc-
nica plausible. Con ello inicia el estudio de la proporcionalidad.” En esta misma
tarea se presentd el caso de un profesor en formacién (PF2) que ademis de la
consideracién anterior opté por una representacién inicial de la regla de tres:

[‘O|mecq
= $995
22 X

8esx4 b2 ges i
54¢0 462" d2€

Imagen 12. Regla de tres representada (PF2).

No obstante, como se puede ver, esta técnica no fue desarrollada completa-

mente dado que durante el proceso aprecia que esta accidn era innecesaria para

llegar al resultado. En esta tarea los ocho profesores en formacién identificaron
g

y emplearon el valor unitario (t1) como la técnica més eficiente y econdémica

para resolver la tarea.

4.12. meeologias con magnitudesﬁaccionarias

En la tarea donde se incluy6 una magnitud fraccionaria (;Cudnto se debe pagar
por 3/4 de barril Maya?) el valor unitario también fue la técnica més utilizada,
seis de los ocho profesores en formacién la utilizaron, aunque con algunas va-
riantes como se aprecia en lo que sigue.

5. Para el estudio de la multiplicacién con niimeros naturales, el primer paso es favorecer la comprensién
del producto como cantidad de elementos o medida resultante de grupos de igual nimero de elementos o
medidas que se repiten, lo que se refiere a un caso particular de la proporcionalidad (Isoda y Olfos, 2009b).
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Imagen 13. Representacion grifica de la fraccién (PF2).

En este caso, PF2 toma el valor unitario como dividendo que permite identifi-
car el valor de cada % de barril, por ello divide entre cuatro para después restar
el cociente al valor unitario y obtener el valor de % de barril. En esta técnica
destaca la representacién grifica de la fraccion y la expresion del valor de cada
una de las partes. Para culminar, PF2 multiplica el valor de un cuarto (216) por
el valor unitario ($865), posiblemente en un intento de «validar» de la técnica,
sin embargo el producto no es coherente con el planteamiento por lo que PF2
la invalida.

Una técnica similar utilizada por cuatro profesores en formacién se observa
en la imagen 14, en este caso primero dividieron 865 entre 4 y posteriormente
multiplicaron el resultado por tres.

216.25 /3’ 35
H[8e5 216.25X3 2" cvesta $648.
06 o
10
20
(@)

Imagen 14. Valor unitario en la magnitud fraccionaria (PF1).

Un uso diferente del valor unitario lo hace PF5 quien transforma % en 0.75 para
luego multiplicar 0.75 por 865 (Véase imagen 15).
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« 5
B865%.T2

3 _0.5 4325
£l 6052
L4833

Imagen 15. Magnitud fraccionaria transformada a decimal (PF5).

Seis de los ocho profesores en formacién utilizan el valor unitario y como se
puede observar, la técnica convencional es 865x3/4 es igual a 865 por 3, entre
4, cuya equivalencia en nlimeros decimales es 648.75. Lo que se desea destacar
en este caso es que, si bien llegan al resultado correcto, se observan dificultades
para multiplicar fracciones.

Los otros dos profesores en formacién utilizan la regla de tres, uno la re-
presenta al inicio del proceso, pero al final sélo usa el producto de 865 por 0.75,
otro (PF3), como se observa en la siguiente imagen, realiza el proceso completo
de la regla de tres.

865~ /00 y e g $648.25

.35
X .15 7335

6 055

6 8045 P ——
/00| 698 %5 £48.35

Imagen 16. Regla de tres en decimales (PF3).

Como se puede observar PE3 cambia la magnitud fraccionaria (3/4) a expresion
decimal, sin embargo, no asocia el costo de un barril ($865) a 1 sino a 100, posi-
blemente porque dicha cantidad constituye el 100% del costo y aunque obtiene
la respuesta con la multiplicacién 0.75 x 865 «elimina» el punto decimal para di-
vidir el producto entre 100 y llegar al resultado, paso que resulta innecesario. En
este caso se puede observar que, aunque la regla de tres resuelve la tarea, el valor
unitario resulta una técnica mas econémica en la tarea con ntimeros fracciona-
rios, aunque la mayorfa opté por utilizar decimales para facilitar su operatoria.
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4.1.3. Praxeologias con magnitudes decimales

En lo que corresponde a la tarea con una magnitud decimal (;Cudnto se debe
pagar por 0.358 partes de barril Maya?), la técnica més empleada también fue
valor unitario, aunque no se diversificd tanto como en la tarea anterior. Siete
profesores en formacién encontraron el resultado multiplicando el valor uni-
tario (865) por la parte decimal del barril Maya (0.358). Un ejemplo, donde se
hace la multiplicacién directamente se puede observar en la siguiente imagen.

8¢5 X .259
6120
4325
7595

2 09,670

Imagen 17. Magnitud decimal (PF5).

Como se puede ver, PF5 detecta que al tratarse de una relacién de proporcio-
nalidad, al igual que en la tarea con magnitud entera multiplica el valor unitario
por la magnitud decimal. No obstante, la eficiencia de esta técnica, hubo un
profesor en formacién (Imagen 18) que optd por representar y desarrollar la
regla de tres.

309.610
865 — /000 . 358 190¥309 670
865
— 358 5. .l
" 1 58° s39.e0f
18.64 X
30956 %0

Imagen 18. Regla de tres con decimales (PF3).

En este caso, PF3 representa la regla de tres (arriba a la izquierda) y asocia 865
con 1000, posiblemente porque al quitar el punto decimal de 0.358 asume que
la referencia debe ser mil, si bien al momento de colocar la divisién omite un
cero en el divisor, el cociente coincide con el resultado correcto.
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En esta tarea, el valor unitario fue la técnica mis adecuada dado que los pro-
fesores en formacién identificaron que era una tarea asociada a la multiplicacién
con una relacién de proporcionalidad. En algunos casos se emple6 la regla de
tres, sin embargo al tratarse de dos términos conocidos y un tercero con valor
1, la division entre 1 resultaba innecesaria. La dificultad principal se observé en
la multiplicacién con magnitudes fraccionarias que fueron convertidas a mag-
nitudes decimales para su operatoria. En términos generales, en este primer
acercamiento, los profesores en formacién encontraron las respuestas correctas
a las tareas.

4.14. Praxeologias con valor faltante y magnitud entera

Para la tarea ;Qué cantidad de barriles de petréleo Maya se deben dar por 900, 450
y 45 pesos?, el valor unitario era la técnica més eficiente dado que el costo de
un barril podia ser el divisor del niimero de barriles dado, es decir, el inverso
del valor unitario se constituia como técnica mis eficiente y econémica. Cabe
aclarar que los costos se relacionaban entre si para observar si dicha variante
modificaba la técnica.

En un primer caso, seis de los ocho profesores en formacién intentaron
representar la regla de tres, pero dos de ellos (Imagen 19) no desarrollaron la
técnica completamente porque la multiplicacién 900X1 no era necesaria, obtu-
vieron el resultado al dividir 900 entre 865.

| — 865 1,040
’L 8e65/900 8e6sxH4

;7 —5 900 L Ll |
=1 ges 3460

03500
3960
60400

Imagen 19. Valor unitario como divisor (PF5).

Otros dos profesores en formacién hicieron algo similar, pero, como se puede
ver en la siguiente imagen calculan la diferencia entre el precio de un barril y el
dinero que se quiere gastar (900-865), con ello «extraen» un barril entero e in-
tentan encontrar la fraccion de barril que falta (la diferencia 35); luego plantean
la regla de tres 100/865=x/35 donde x es la fraccién de barril. Cuando obtienen
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x=0.04 barriles, lo suman al barril completo que habian separado y encuentran
el resultado, es decir 1.04 barriles por $900.

$8es 4 100 865 —100

$900 P 865 T
35

865/35050 1 04—

3460
40

Imagen 20. Uso de diferencias (PF6).

En este caso, pareciera que emplea la regla de tres, sin embargo el proceso no
se desarrolla dado que la multiplicacién 35X100 no se representa y el resultado
sélo se coloca como dividendo, el cociente 0.04 es la cantidad adicional a un
barril por cuyo total se pagard $900. En estos casos, hubo quienes no utilizaron
eficazmente esta técnica, por ejemplo PF8 (Véase imagen 21) separ6 un barril
completo (900-865), pero en lugar de representar la regla de tres con la igualdad
100/865=x/35 dividié 865 entre 35 lo que indica que establece una variacién
falsa 1/35 = x/865, con base en este error divide 865 entre 35 y encuentra 24.71
para sumarlo al barril separado inicialmente.

1 - con 2Y4. Tl m]

r/ziﬂ‘ u
™ .0
35(865 09 0.04

-10 35
—’/&E 865 3‘_'500
%05 504
q
L g
005

Imagen 21. Falsa variacién (PF8).

Como se puede ver, PF8 replantea su técnica en un segundo momento dado
que la equivalencia de un barril con 24.71ml parece no coincidir con la situa-
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cién porque no se establece el manejo de litros por barril, por ello la respuesta
final es 0.04, hecho que también resulta erréneo al considerar sélo una parte del
costo enunciado ($35 de $900).

Para resolver la cuestién sobre el ndmero de barriles que se compran con
$450, tres profesores en formacién representan inicialmente la regla de tres,
pero no la desarrollan, omiten la multiplicacién 450X1 y dividen 450+865=0.52
(Véase imagen 22), dos profesores en formacion siguen esta misma logica, aun-
que no representan la regla de tres sélo utilizan el valor unitario como divisor.

) — 86s

02: 0,52 \,qm\es ——~ 450
0.5
305 19550

020

Imagen 22. Uso del divisor (PF4).

Otros simplifican el proceso, identifican que se solicita la mitad del costo de la
tarea anterior ($900) y lo dividen entre dos (Véase imagen 23).

. 10 .’—-4-,‘— éﬁ:ia
5’)_0 A 1.0‘10 R = 0.51 de \barril 2 7% T 7

o4 0, 51
00 %5[i50

Caso A (PF1) Caso B (PFZ)

Imagen 23. Divisién de cocientes (PF1y PF2).

En la dltima variante de esta tarea (barriles por 45 pesos) se esperaba que los pro-
fesores en formacién simplificaran la técnica, dado que las magnitudes de esta
tarea estaban relacionadas con las anteriores, es decir se esperaba que al reflexio-
nar sobre los resultados anteriores pudieran establecer que 450 es un medio de
900 y 45 un décimo de 450. Sin embargo, nuevamente el valor unitario es la
técnica mas recurrente. Cinco profesores en formacién representaron la regla
de tres sin utilizar directamente la divisién (Véase imagen 24).
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Imagen 24. Valor unitario como divisor (PF5).

Tres profesores en formacidn sélo recorren el punto decimal del resultado ante-
rior, uno argumenta que «seria una décima parte» y anota 0.052, el otro comete
un error de cilculo y escribe 0.050202.

De acuerdo con los resultados obtenidos en este primer tipo de tareas, la ha-
bilidad que muestran los profesores en formacién para resolver tareas con valor
faltante pareceria no tener relacion directa con las situaciones de razonamiento
proporcional, es decir, el procedimiento para resolver tareas de valor faltante no
presupone de manera inicial el razonamiento proporcional. En los resultados
se observa que los estudiantes resuelven tareas de este tipo a través de una téc-
nica ya dominada, de hecho se podria decir que las tecnologias implicitas para
justificar la técnica no se asocian a la proporcionalidad sino a uno de los usos
funcionales de las dos operaciones aritméticas (multiplicacién y divisién), esto
se hace manifiesto sobre todo en las tareas con magnitudes enteras.

No obstante lo anterior, ante ciertas circunstancias las tareas enfocadas a
encontrar el valor faltante mediante valor unitario, si implican la interpretacién
de la relacién entre dos magnitudes —costo y nimero de barriles- y el manejo
implicito de razones y proporciones se hace evidente cuando los estudiantes
representan la variacién mediante la regla de tres, aunque el proceso no sea de-
sarrollado porque la tarea permite el manejo del valor unitario.

Cuando la regla de tres no resulta una técnica econdémica para resolver
la tarea y dar sentido a la relacién entre las magnitudes enunciadas®, el valor
unitario es la técnica adecuada y aunque desde el discurso tecnolégico el factor
constante de proporcionalidad también es ttil, no lo es para ellos, porque no
reconocen el cociente constante, al menos no en la resolucién ni en el discurso
tecnoldgico que manifiestan cuando sefialan que las técnicas de solucién mads
eficientes son la multiplicacién y la divisién.

6. Relacién que alude a una proporcionalidad directa en el caso de la tarea del valor faltante.
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Si bien dentro de los resultados se identificaron ciertos errores de calculo,
el total de profesores en formacién comprende la tarea y despliegan técnicas
eficientes para su resolucién, por lo tanto, se podria decir que las tareas con va-
lor faltante en la proporcionalidad directa constituyen un recurso eficiente para
brindar el primer acercamiento hacia la comprension de esta nocién matemiti-
ca, al identificar la relacién que se establece entre dos magnitudes y su variacién
es proporcional.

Por lo anterior, es posible subrayar la importancia del manejo y recono-
cimiento de esta técnica como parte predominante del discurso tecnoldgico
matemidtico y aunque en los programas de las Escuelas Normales se incluye el
estudio del valor faltante, se le ubica en dos razones equivalentes, lo que difi-
cilmente permite identificar el papel que juega el valor unitario en tanto factor
constante de proporcionalidad.

4.2. TAREA DE REPRESENTACION GRAfICA DE LA VARIACION PROPORCIONAL

Ante la necesidad de ponderar la «razén de ser» de las praxeologias matematicas
de las primeras tareas, resultaba pertinente el planteamiento de otras en las que
se hiciera presente la necesidad del discurso tecnoldgico, es decir, de justificar
la eleccién de cierta técnica para un tipo de tareas, de interpretar su funciona-
miento y el resultado de su aplicacién. Para ello parecié necesario plantear tareas
en nuevos contextos matematicos, aunque cabe aclarar que también referidas a
la utilizacién de técnicas como valor unitario y constante de proporcionalidad.
Este nuevo bloque de tareas se genera de la cuestién Q1.2, que también se de-
riva de la cuestién generatriz originalmente planteada (QO):

Q1.2. ;Qué técnicas (1) despliegan los profesores en formacién para resolver tareas

(T1.2) relativas a la interpretacion grifica de una variacién proporcional?

El trabajo con grificas de una relacién proporcional permite presentar conjun-
tos de datos de modo tal que sea factible observar sus relaciones, establecer com-
paraciones y predecir tendencias. Con la cuestién anterior se intenta destacar
la eficacia funcional de las técnicas que se han venido trabajando desde la tarea
T1.1y vincular la actividad matemitica con situaciones en las que este concepto
matemitico tiene lugar.

La intencion de la tarea T1.2 es que los profesores en formacién desarrollen
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recursos que se constituyan como nuevos saberes asociados a ciertas praxeolo-
gias que ya han sido resueltas con determinadas técnicas. Aunque cabe la posi-
bilidad de que se utilicen distintas técnicas para alcanzar la solucién, el propésito
de la cuestion Q1.2 y especificamente de la tarea T1.2 es desarrollar dos tareas
del tipo «operar con una variacién proporcional de modo grifico», lo que se
busca es que mediante este tipo de tareas el profesor en formacién identifiique
otro tipo de situaciones en las que el valor unitario o la constante de proporcio-
nalidad constituyan una técnica eficiente, pero otro objetivo es que identifiquen
que en ese tipo de situaciones la regla de tres puede resultar una técnica posible.

La representacién grafica de la situacién que se trabajo a lo largo del REI-
FP se ilustra en la siguiente imagen:

Relacién Costo-Nuimero de barriles

$11,000.00

} $10,120.50
$9,000.00
%.871.50
$7,000.00
C / a=(=» Costo
$5,000.00

$3,000.00 -

$1,000.00 A 4£$1.124.50

Imagen 25. Grifica de variacién proporcional costo /ntimero de barriles.

Como se puede observar, la grifica corresponde a una relacién de proporcio-
nalidad directa, una de sus caracteristicas es que, al prolongar la linea recta,
ésta pasard por el punto de origen en un sistema de coordenadas cartesianas.
Ademds, una vez identificados los valores del eje X, se podrd observar que el
cociente entre las dos magnitudes (y/x) es constante, el valor de la constante
de proporcionalidad (k=y/x) es $865, lo que permite relacionarla con el valor
unitario y el costo de un barril.

Las magnitudes variables que se presentan en la grifica son Niimero de barri-
les (x) y Costo (y), dada la pendiente de la recta se puede identificar que se trata
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de magnitudes que presentan una variacién directamente proporcional, lo que
significa que por cada 1124.50 pesos se podrdn comprar 1.3 barriles a un precio
constante de $865.

Las tareas que se derivaron de la grifica anterior se enfocaron a dos propé-
Sitos:

*  Encontrar el valor y (costo en pesos) de los puntos desconocidos (B y C)
*  Identificar el valor x (nimero de barriles) para los puntos A, B, C,Dy E

Las técnicas mds usuales pueden ser valor unitario o factor constante de propor-
cionalidad (t1) y regla de tres (12), sin embargo, el método de diferencias (13)
también constituye una técnica plausible que podia resultar pertinente para el
funcionamiento de la regla de tres. La 13 resulta factible sobre todo en la pri-
mera tarea dado que permite identificar la diferencia entre los puntos D y E al
sumar al valor del punto A, luego al de B y finalmente al de C. Esta técnica se
diversifica al cuestionar a los profesores en formacién sobre los valores del eje
X para cada uno de los puntos dados, donde se espera que los estudiantes hagan
uso de 11 y 12.

4.2.1 Praxeologias para los valores «y» de los puntos

La intencién en la primera tarea de este tipo era que identificaran otros regis-
tros de representacién de la proporcionalidad, en este caso de una variacién
proporcional. Era importante que el profesor en formacién identificara que la
distancia entre los puntos es uniforme y que forman una linea recta que pasa por
el origen del plano, esto les permitiria comprender que el costo de cero barriles
es de cero pesos.

En esta tarea la técnica mis utilizada fue el método de diferencias cuya apa-
ricidn se determiné desde el disefio del REI. Para resolverla, seis profesores en
formacién se apoyaron en los valores conocidos para identificar su diferencia y
una vez reconocida sumarla o restarla a ciertos valores para encontrar el valor de
los puntos faltantes (Véase imagen 26).
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Imagen 26. Método de diferencias (PE3).

Como se puede ver, una primera accién para desplegar el método de diferencias
consistié en establecer ciertas aproximaciones entre la suma de un barril a otro
hasta llegar a una cantidad cercana a las mostradas en la grifica, esta suma itera-
da culminé cuando se encontrd el nimero aproximado de barriles que corres-
ponde al punto E (12). Esta técnica usada por PF3 resulté ttil para dar respuesta
a ambas cuestiones, por un lado permiti6 aproximaciones a la variable «costos»
de los puntos desconocidos y por otro logré acercarse al valor de los puntos del
eje X, esto es al nimero de barriles que corresponde a cada punto. Aunque la
imagen muestra que PF3 inici6 con dicha técnica (que podriamos llamar Méto-
do de Diferencias 1) se observa que al no obtener respuestas precisas utiliza otra
que le permite llegar al resultado (que llamamos Método de Diferencias 2) en
la cual, al valor del costo en el punto E le resta el valor del costo en el punto D,
esta diferencia es sumada progresivamente en los puntos A, By C. Cinco de seis
profesores en formacién optaron por utilizar esta tltima variante del método de
diferencias, fue la técnica més recurrente y efectiva para esta tarea.

Otros dos profesores en formacién optaron por una técnica diferente (Véa-

se imagen 27), primero encontraron el valor de los puntos en el eje X para
tomarlo como referente.
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Imagen 27. Constante de proporcionalidad (PF5).

Como se puede apreciar, PF5 requiere conocer previamente los valores de los
puntos By Cen el eje X (6.5 y 3.9) para luego representar la regla de tres en la
que los valores desconocidos se relacionan con el costo de 6.5 y 3.9 barriles. Al
calcular el valor unitario de cada barril, le basta multiplicar el nimero de barriles
de los puntos B y C por el valor unitario. Las fases de esta técnica indican que,
implicitamente, los profesores en formacién se basan en la condicién de que
y=kx (costo total = valor de un barril por el nimero de barriles).

4.2.2 Praxeologias para los valores «x» de los puntos

Para resolver la segunda tarea (identificar los valores X para cada punto) re-
sultaba util identificar que la linea en la grifica es recta con un dngulo de 45°,
es decir, que representa un incremento continuamente constante. Cuando las
magnitudes cambian a un ritmo constante se percibe la existencia de una rela-
cién proporcional y la constante de proporcionalidad (k=y/x) eso constituiria el
discurso tecnoldgico o la justificacion de esta técnica, es decir, si k=850, y=costo
total de barriles y x=nimero de barriles, al despejar x, se tiene que x=y/k.

Esta justificacion se hizo presente de modo implicito en la técnica utilizada
por cinco profesores en formacién. Como se puede ver en la siguiente imagen,
se apoyaron en la representacién de la regla de tres para visualizar la técnica que
finalmente los llevé al resultado.
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Imagen 28. El eje X con la regla de tres (PF5).

Se observa que PF5 usa parcialmente la regla de tres, maneja los datos conocidos
para encontrar el valor x del punto A, toma $1124.50 y lo asocia con el costo
de un barril ($865), luego omite la multiplicacién indicada en la regla de tres.
Cabe sefialar que estos profesores en formacién habian calculado el valor de los
puntos (B'y C) a través del método de diferencias y aunque no lo explicitan, la
légica de su técnica permite deducir que el valor del eje X en dichos puntos se
logré de la misma forma que en esta tarea.

Otros dos profesores en formacién (Véase imagen 29) utilizaron directa-
mente la divisién derivada de la regla de tres o del despeje de x en la constante
de proporcionalidad.
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Imagen 29. Eje X y constante de proporcionalidad (PFS8).
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Como se puede observar, una vez que PF8 identifica los valores x de los pun-
tos A y B mediante los costos por nimero de barriles, retoma el método de
diferencias para encontrar el valor 2.61 que suma a cada punto precedente
en el eje X. Cabe sefialar que comete un error para el valor del punto B al
colocar 3375.50 cuando deberia de ser 3373.50, lo que repercute al calcular el
valor 3.91 que genera un margen de error de una centésima a cada uno de los
puntos restantes.

En este mismo caso PF1 no utiliza el valor unitario y realiza aproximacio-
nes a partir de las diferencias entre los costos encontrados en la tarea anterior.
Primero estima el valor unitario a partir de diferencias de $1000 pero considera
que el aumento entre un punto y otro es alrededor de $2000 hecho que lo llevé
a encontrar los valores correctos para los puntos del eje X.
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Imagen 30. Diferencias entre puntos del eje X (PF1).

En la imagen se observa que esta técnica le permiti6 simplificar el proceso de
solucién al omitir la divisién para cada uno de los puntos dado que, una vez
identificada la diferencia aproximada entre cada par de puntos, sélo sumaba tal
diferencia al punto precedente para encontrar los valores faltantes en el eje X.

Al resolver esta tarea, los profesores en formacién pudieron identificar otro
tipo de situaciones en las que es posible utilizar el valor unitario como divisor
a través de la constante de proporcionalidad y aunque la justificacién tecnols-
gica no se asocié con el referente tedrico relativo a la funcién lineal, el proce-
so vivido constituyd un contexto aritmético que les permitird comprender de
mejor manera la nocién de funcién lineal. Lo interesante es que identificaron
tareas donde la proporcionalidad y la variacién proporcional se hacen presentes
y comprendieron qué técnicas conocidas podrian ser eficaces.
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4.3. TAREA CON TABLAS DE VARIACION PROPORCIONAL

El trabajo con tablas de variacién proporcional permite identificar la relacién y
el comportamiento entre magnitudes que se manifiesta a partir del factor cons-
tante de proporcionalidad (k). Este tipo de situaciones en las que se trata de
encontrar el valor faltante es una de las principales tareas en los diferentes nive-
les educativos y es en éstas donde la reduccién de la unidad a partir del uso de
la regla de tres es la técnica mds recurrente, aunque en algunos casos también
pueda utilizarse la igualdad de razones, la busqueda del cuarto valor faltante o
incluso una estructura aditiva o multiplicativa segun el tipo de magnitudes (al
doble le corresponde el doble). En el caso que nos ocupa, la cuestién que orienta
la tarea T1.3 es la siguiente:

Q1.3. ;Qué técnicas (1) despliegan los profesores en formacién frente a las tareas

(T1.3) relativas al valor faltante en una tabla de variacién proporcional?

Para plantear esta tarea se entregaron a los profesores en formacién dos tablas
con valores faltantes, una con magnitudes menores a un barril de petréleo en la
que se expresaba un aumento al costo del petréleo Maya (Tabla.14) y otra con
magnitudes mayores a un barril en la que se mostraba el descenso en el precio
del petréleo Olmeca (Tabla. 15). Ambas mostraban valores de las magnitudes
asociadas con el nimero de barriles y su costo y la pregunta se relacionaba con
el costo de un barril, es decir con el factor constante de proporcionalidad (t1).
Ademis de lo anterior, el propédsito de esta tarea era destacar la utilidad de la
regla de tres cuando los términos conocidos eran diferentes a uno, situaciéon que
llevé a plantear el uso de esta técnica en todo su proceso. Las tablas asignadas
fueron las siguientes:

No. de barriles 0.07 0.28 0.42 0.56
Costo 128.1 384.3

Tabla 14. ;Cual es el costo de un barril Maya?

No. de barriles 2.77 7.12
Costo 855.36 1794.96 2734.56 6492.96

Tabla 15. ;Cuél es el costo de un barril Olmeca?
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La correspondencia que se establecié entre las magnitudes (tipo de petréleo y
costo) era una relacién de proporcionalidad directa, es decir, si se compra el
doble, el triple, etc., de petrdleo, su costo también aumentara el doble, el triple,
etc. En ambas variaciones la razén entre las magnitudes es una relacién cons-
tante, para el caso del petréleo Maya se tiene que 384.3 dividido entre 0.42 se
obtiene 915 y para el petréleo Olmeca al dividir 1794.96 entre 2.77 se llega a
648, lo que corresponde al costo de cada tipo de petroleo respectivamente.

Asi, la razén entre las magnitudes permitiria encontrar la constante de pro-
porcionalidad, que corresponde al valor unitario (y/x=k), donde y es el costo
de los barriles y x el niimero de barriles, el precio unitario se establece con una
igualdad entre razones como 384.3/0.42 = x/1 para el caso de la primera tabla,
mientras que para la segunda tabla seria 1794.96/2.77 = x/1.

4.3.1 Costos menores al valor unitario
En esta tarea se trata de encontrar el valor unitario y los valores faltantes del
petréleo Maya, la técnica que utilizaron cuatro de los ocho profesores en for-
maci6n fue la regla de tres, la desarrollaron con base en los datos conocidos de
ambas magnitudes (precio y costo), en la siguiente imagen puede verse la ma-
nera en la que algunos la utilizaron.
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Imagen 31. Uso de la regla de tres (PF8).

En la imagen anterior se aprecia que aunque PF8 establece la relacién entre
384.3/0.42 = 1/x donde el valor unitario (k) corresponde a la constante de pro-
porcionalidad y al nuevo costo de un barril Maya ($915), este dato que pudiera
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resultar relevante para utilizarse como multiplicador o divisor de los datos co-
nocidos, no es empleado, en su lugar se comienza a desarrollar la regla de tres
en una representacion tabular que le permite identificar la relacién entre los tres
datos que componen las proporciones, para ello retoma en primer término el
ntiimero més alto de barriles mostrado en la tabla (0.56) y a partir de ahi calcu-
la los cuartos términos desconocidos en la tabla. La secuencia tabular permite
identificar que se trata de cantidades que disminuyen progresivamente a la mi-
tad, lo que le simplifica el proceso operatorio de la técnica para encontrar los
valores faltantes en la tabla.

A diferencia de la técnica anterior, tres profesores en formacién retoma-
ron el valor unitario en tanto constante de proporcionalidad (k=y/x), una vez
que lo identificaron a través de la regla de tres utilizaron el factor constante de
proporcionalidad (k=915) para encontrar los valores faltantes, multiplican dicho
factor por el niimero de barriles al que hay que asignar el costo (y=kx), esto se
expresa en la imagen 32:
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Imagen 32. Factor constante de proporcionalidad (PF3).

Los otros tres profesores en formacién emplearon la regla de tres para identificar
el valor unitario o el factor constante de proporcionalidad, luego este factor fue
usado como multiplicador para identificar el costo faltante de los barriles en la
tabla y como divisor para encontrar el niimero de barriles desconocido. La regla
de tres inicial, calculada como porcentaje al 100% permitié operar con valores
enteros que los llevaron al valor unitario.

Una tltima técnica empleada por un estudiante, podria decirse que es una
«regla de tres reducida» combinada con un modelo aditivo para completar la
tabla (Véase imagen 33):
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Imagen 33. Regla de tres «reducida» (PF5).

Como se observa en la imagen, PF5 parte de la regla de tres para encontrar k,
posteriormente lo utiliza como multiplicador para encontrar el primer costo
faltante en la tabla (relativo a 0.07 barriles), en el tercer paso utiliza la misma
técnica, pero ahora k es empleada como divisor para identificar el valor faltante
de la segunda columna (costo de 128.1). Al observar que la siguiente columna
tiene el doble de barriles de la columna que le antecede, opta por multiplicar
por dos y luego suma 128.1 para corroborar los datos de la cuarta columna, por
tltimo vuelve a multiplicar por dos el costo de la tercera columna y completa
todos los datos de la tabla. Lo interesante de esta técnica es que, para completar
los datos sobre el costo de los barriles, PF5 usa un modelo aditivo y multiplica-
tivo con los datos que incorpora a la tabla, mismos que se van presentando de
manera progresiva a partir de la secuencia de cada columna.

A partir de las técnicas empleadas en esta tarea, se aprecia la tendencia de
los profesores en formacion hacia el uso de la regla de tres como técnica eficaz
para este tipo de situaciones en las que no se cuenta explicitamente con el valor
unitario.

4.3.2. Costos mayores al valor unitario

En esta tarea las técnicas se diversificaron, por ejemplo hay seis casos en torno
de la regla de tres que utilizaron la misma técnica que en la tarea anterior pero
la asociaron con los porcentajes, cinco representaron la regla de tres para traba-
jar con el valor unitario considerado como 100% o 1, ambos asociados al costo
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de un barril Olmeca. Un ejemplo de estas técnicas puede verse en la siguiente

imagen.
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Imagen 34. Regla de tres para el valor unitario (PE3).

Como se puede ver, PF3 no desarrolla explicitamente la técnica, la emplea para

identificar los valores faltantes, aunque se trate de la misma técnica utiliza dos
formas de acomodo para la incégnita en funcién de los dos tipos de magnitudes
con las que trabaja. Usa el primer acomodo para identificar el valor unitario del
barril Olmeca, situacién que representa a partir del 100% como costo de un
barril y usa el segundo acomodo del valor unitario para encontrar el niimero
de barriles que se desconocen en la primera fila de la tabla, si bien no es posible
saber cémo obtuvo el valor de 7.12 barriles solicitados en la T1.3 (tabla 15), se
deduce que empled la regla de tres para obtenerlo. Otro caso en el que se utiliza

la regla de tres es el que se puede ver en la siguiente imagen.

2.711 — 11494 .9¢

. —

412 — 2.334.56

~2.11—11794. 96
ALE— H6l3'76
1’-17-—-17‘?'-{.76
0.2 — &492.96
2.11 — 1794.9¢

— 855.3¢

Imagen 35. Regla de tres en tablas de variacién (PF8).
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En el proceso de PF8 se observa la pertinencia de la regla de tres en situaciones
donde el cuarto término desconocido no es el valor unitario porque se usan los
valores conocidos (ntimero de barriles y costo) para identificar el nimero de
barriles faltante en la primera fila a través de los costos de la segunda fila de la
tabla. Esta técnica constituye el ejemplo més claro sobre la pertinencia de la re-
gla de tres en situaciones relativas a la variacién proporcional donde los valores
desconocidos son distintos a uno.

En otra técnica (Véase imagen 36) PF7 al parecer intenté utilizar el factor
constante de proporcionalidad (k=y/x) para identificar el niimero de barriles
faltantes en la tabla.

,L.:\_q qu4.q
a8 x 2

A

4¢r3.16 g 55.36 /848 = 1-32
8s5.36 /2334.56 = 4.21
§55.36 /64 47,78 * /0%

Imagen 36. Constante de proporcionalidad inadecuada (PF7).

En lo anterior, se identifica la k (648) al reconocer que y representa el costo de
barriles y x el niimero de barriles para encontrar el niimero de barriles faltantes,
la expresion serfa x=y/k, no obstante el desarrollo resulta erréneo porque no se
toman los valores de modo correcto dado que se consideré la constante como
855.36, lo cual alude al valor de la primera fila y que representa el costo de 1.32
barriles. Esta situacién muestra la falta de dominio de la técnica factor constante
de proporcionalidad.

La tltima técnica que se utiliz6 en esta tarea, como se puede ver en la ima-
gen 37, se caracterizd por usar la regla de tres, el método de diferencias y un
modelo aditivo.
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Imagen 37. Métodos combinados (PF4).

Esta técnica fue empleada s6lo por PF4 y denota en primer término el uso de la
regla de tres para encontrar el costo de un barril Olmeca y al igual que en casos
anteriores no se desarrolla todo el proceso. Para llenar la tabla se usaron diversas
técnicas, principalmente la resta (1794.96 menos 855.36) que le permite encon-
trar la diferencia entre cada costo expresado, luego procede a sumar la diferencia
con la magnitud precedente y llega al costo del petréleo, es decir 4613.76.

Para el niimero de barriles intenta usar k, pero en lugar de usarlo como
divisor lo utiliza como multiplicador (6492.96 X 648), sin embargo el resultado
que registra en la tabla es adecuado para el planteamiento lo mismo que el resto
de los datos, posiblemente porque los tomé de algin compaiiero.

A partir de los datos obtenidos de la tarea T1.3 se puede deducir que en
su mayoria los profesores en formacién logran identificar la regla de tres como
técnica eficiente para ciertas situaciones de proporcionalidad, principalmente
aquellas en las que el valor unitario no se hace explicito. La constante de pro-
porcionalidad también representd una técnica eficaz para este tipo de tareas,
aunque no tan eficiente por la dificultad de uso y la complejidad en identificar si
juega el papel de multiplicador o divisor. También se pudieron observar errores
de célculo en los algoritmos y la dificultad para operar con ntimeros decimales,
dificultad que si bien fue superada con el recurso de la calculadora, indica que
aunque exista una buena interpretacién de la tarea, el dominio de la técnica
resulta indispensable para su resolucién.

150



4.4, TAREA DE VARIACION PROPORCIONAL DE TRES MAGNITUDES

La consigna en la tarea T1.4, pide encontrar valores faltantes en una variacién
de proporcionalidad de tres magnitudes, se incluyé con el propésito de diver-
sificar y ampliar las técnicas reconstruidas en las tareas anteriores. Se esperaba
que utilizaran la regla de tres (1), la razén fraccionaria (12) y la técnica tabular
(13) que, a nuestro juicio tendrfan su justificacién en la Teorfa de las Razones y
Proporciones (). La T1.4 deriva de la siguiente cuestion:

Q1.4. ;Qué técnicas (1) despliegan los profesores en formacién para resolver tareas

(T) relativas a una variacién proporcional de tres magnitudes?

El objetivo de plantear esta tarea era «romper» con la técnica de valor unitario
y generar un modelo tabular o algebraico como técnicas mds eficientes para
situaciones de combinacién de magnitudes como la siguiente:

En todos los cargamentos hay barriles con dos tipos de petréleo (Olmeca y Maya).
En cada cargamento, por cada barril de petréleo Olmeca hay 3 barriles de petréleo
Maya, entonces ;Cudntos barriles de petréleo Maya hay en un cargamento de 200

barriles?

En esta tarea se establece que por cada barril de petréleo Olmeca hay 3 veces
mids de petréleo Maya, es decir, la relacién entre barriles de petréleo Maya y
Olmeca es 3 a 1, esta razdn se escribe 3/1, se puede leer como «tres es a uno» y
su valor se obtiene al dividir 3 entre 1, con este se deduce que en ese cargamento
va el triple de petréleo Maya que de petréleo Olmeca.

Ahora bien, lo que pudo observarse es que los profesores en formacién
utilizan una técnica basada en el valor unitario. Cuatro de ellos consideran la
relacién «3 2 1» 0 «1 a 3» y asumen que, si es un cargamento con 200 barriles y
una combinacién entre Maya y Olmeca de 4 barriles, identifican que se trata de
una relacién de % para los barriles de petréleo Olmeca y % de Maya. Esta idea,
como se puede ver en la siguiente imagen, les permite utilizar la divisién y/o
multiplicacién como parte de su técnica:

151



Total =200 i
rriles de
1-3 soxs  R2 50 oo
e e+rot¢b Ma a
4TH00 150 F ’
00
0
50 Olmecas

Imagen 38. Uso de la Multiplicacién (PF6).

Esta técnica fue la mds utilizada, en ella puede apreciarse que establecen la re-
lacién «1 a 3» (aunque en este caso PF6 lo representa como una igualdad 1=3)
y dividen 200 entre 4 para determinar cudntos barriles hay en % de cargamen-
to, luego multiplican 50 barriles (%) por 3 para obtener el nimero de barriles
de petréleo Maya. Puede decirse que identificar la razén «1 a3» 0 3a 1» o la
relacién «50 a 150» obtenida mediante una técnica aritmética que les permiti6
encontrar el resultado. Una técnica similar que sélo utilizd PF3 es la que se
muestra en la siguiente imagen.

%’ 3/1'{ [50 60”‘(&5

Imagen 39. La conversién a decimal (PF3).

En ésta, se hace evidente la comparacién de razones como parte de la técnica,
primero establece la razén 1 a 3. Puede advertirse que considera el niimero total
de barriles en la combinacién por ese motivo sefiala ¥ y % como partes de dicha
combinacién. Posteriormente transforma % en su expresién decimal (0.75) y
multiplica por 200 para encontrar tres cuartos del cargamento, que correspon-
den al petréleo Maya. Como se puede observar, la dificultad para multiplicar
por una fraccién se sigue haciendo presente en esta tarea.

Por su parte, la técnica del modelo tabular, cuya génesis constituia el pro-
posito de esta tarea, fue utilizado por dos profesores en formacién quienes la de-
sarrollaron para ilustrar la relacién entre los dos tipos de petréleo, en la siguiente
imagen se observa la manera como fue utilizado.
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Imagen 40. Modelo tabular (PF4).

Como se puede ver, el modelo tabular les permiti6 visualizar la relacién cre-
ciente entre ambos tipos de magnitud al conservar la misma razén, es decir PF4
establece la razén 1 a 3, por 1 barril de petréleo Olmeca hay 3 barriles de petré-
leo Maya, por cada 2 hay 6, por cada 3 hay 9y asi sucesivamente. En este caso
se observa que PF4 desarrolla una secuencia (1-3, 2-6, 3-9, 4-12 hasta llegar a
10-30 y suma 10 mds 30 para encontrar el total de barriles de dicha combina-
cién (40). Como la situacién habla de 200 barriles coloca (horizontalmente)
otras 4 combinaciones de 40, lo que le da el total de dichos barriles. De manera
similar lo hace con los 30 barriles del petréleo Maya, con lo que deduce que, si
5 veces 40 es igual a 200, entonces 5 veces 30 serd 150 o sea el nimero de ba-
rriles Maya que es proporcional al cargamento en 1 a 3. Cabe sefialar que de los
dos profesores en formacién que utilizaron esta técnica, uno planteé el modelo
tabular, pero al llegar a 10-30 coloca directamente 50-150, al parecer calcula
mentalmente con la 16gica encontrada en el modelo tabular.

Finalmente, en lo que respecta a esta tarea, en otra técnica (Véase imagen
41) que utilizé sélo PF7 se manejaron literales, al parecer representa en cierta
medida la génesis (no exitosa en este caso) del modelo algebraico como técnica
para solucionar este tipo de tareas.
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Imagen 41. Modelo algebraico fallido (PF7).

Como se puede apreciar, de inicio intenta estructurar el modelo algebraico
(1a+3b)x=200 en el que aparecen dos coeficientes (1 y 3), dos literales (a y b) y
una tercera variable (x). En este modelo la suma entre paréntesis indica el total
de barriles en la composicién, el 200 la cantidad de barriles en el cargamento
y la x expresa el manejo de un factor comuin variable, aunque no queda clara
la naturaleza de dicho factor porque «a» es el petréleo Olmeca, «b» es el Maya
y en este caso pareciera que «x» intenta representar al precio. Al desarrollar el
modelo quedaria ax+3bx=200, ecuacidén que no permite obtener el resultado de
la tarea. Por ello PF7 abandona esta técnica y opta por simplificar la expresion
en términos de % de Olmeca mds % de Maya es igual a 200 barriles, luego, % de
200 es 50, etc., lo que constituye finalmente la técnica que le permite encontrar
el resultado correcto.

Los resultados muestran que para resolver una tarea relativa a la variacién
proporcional con tres magnitudes, en su mayoria los profesores en formacién
utilizan técnicas que evidencian un logos aritmético a pesar de que la institucién
(reflejada en los planteamientos curriculares) sefiala explicitamente la evolucién
de sus técnicas hasta utilizar aquellas que tienen un caricter mis generalizable,
situacién que no sucede en esta tarea puesto que s6lo el 75% de los estudiantes la
resuelven correctamente utilizando técnicas basadas en modelos aritméticos, el
12.5% intenté emplear un modelo algebraico pero no logré modelizar la tarea
planteada y otro porcentaje igual reconocié la tarea como una situacién donde
se hace presente la razén al establecer la representacién 1 a 3.

4.5. TAREA DE VARIACION PROPORCIONAL COMPUESTA
Una tarea asociada a la proporcionalidad compuesta se hace presente cuando las

razones involucradas o las magnitudes que varfan son més de dos, si bien estas
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situaciones permiten analizar la relacién de variables a través de la proporcio-
nalidad directa o inversa, en este caso la tarea T1.5 se enfoca al trabajo con la
primera en virtud de que los profesores en formacién abordan en su mayoria
situaciones de este tipo en la escuela primaria, ademis el analisis del programa
de estudios realizado anteriormente enfoca su atencién en el dominio de la pro-
porcionalidad directa.

En el caso de este REI-FP, las cantidades que se manipularon a partir de la
T1.5 fueron el ndmero de barriles, el costo por barril y la mezcla de petréleo
(nimero o costo), esta tiltima magnitud constituy6 el resultado de la variacién
entre las primeras dos magnitudes. Ahora, al intervenir mis de dos magnitudes
en una tarea surgen relaciones proporcionales que pueden expresarse mediante
un sistema de ecuaciones, por ejemplo si las magnitudes enunciadas se represen-
tan como A, By C, entonces A y B aluden a los coeficientes (precio de cada tipo
de petréleo) de dos incégnitas (parte proporcional de cada tipo de petréleo) y C
(el costo de un barril derivado de una mezcla) al término independiente. En este
sentido la tarea T1.5 pretende que surja una serie de técnicas que permitan en-
contrar el valor faltante en cualquiera de las incégnitas o incluso en el término
independiente, asi pues la cuestién generatriz que rige a esta T es la siguiente:

Q1.5. ;Qué técnicas (1) y discurso tecnolégico (6, ©) despliegan los profesores en
formacion para resolver tareas (T) relativas al valor faltante de una variacién pro-

porcional de tres magnitudes?

La relacién entre tres magnitudes puede modelizarse mediante una ecuacidn,
técnica que puede resultar eficiente para la resolucion de las tareas de este tipo
y su aplicacién se verd determinada por los alcances y limitaciones del nivel
tecnoldégico-tedrico que los profesores en formacién puedan tener una vez
que han trabajado con las técnicas propias de la organizacion cldsica (regla de
tres y reduccion a la unidad con la identificacion de k), las tareas subsecuentes
buscan la transicién hacia la modelizacién funcional de los sistemas propor-
cionales. En términos de la evolucién de la técnica aritmética se espera que
surja el modelo algebraico, con esta intencién la tarea T1.5 se dividi6 en varias
subtareas para provocar: la busqueda de nuevas técnicas; el uso o modificacién
de las técnicas conocidas; el momento del trabajo de la técnica y el momento
tecnoldégico-tedrico.
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4.5.1. Aproximacidn a la variacion con tres magnitudes

Con el propésito de que identificaran la proporcionalidad compuesta se estruc-
turd una primera subtarea que consistia en encontrar el valor faltante, dada la
combinacién de una variable con distinta magnitud.

Si el costo de un barril de petréleo Maya es de $865 y de un barril de petréleo Ol-
meca es de $995 cuando se hace una mezcla usando un barril de petréleo de cada

tipo. ;Cudnto cuesta un barril de petréleo de esa mezcla?

Para resolverla se esperaba que aplicaran dos técnicas: valor unitario (11) y regla
de tres (12), si bien estas técnicas habrian sido recurrentes en tareas anteriores,
en este caso los estudiantes se enfrentan al manejo de dos magnitudes «combi-
nadas» que se entrelazan con otra magnitud: el costo de la mezcla. El discurso
tecnolégico para justificar dichas técnicas, se esperaba fuera el de la Teorfa de
las Razones y Proporciones.

Las técnicas enunciadas se hicieron presentes, la mds recurrente es el valor
unitario, utilizada por seis estudiantes (véase imagen 42).

330
995 2 Igso

1865 |
1860 D¢
ng /$ 930 /
0o

Imagen 42. Valor unitario (PF5).

Como se puede ver, PF5 comprende que, para encontrar el valor de la mezcla,
P P que, p

basta con sumar el costo de cada uno y dividir el resultado entre los tipos de

petréleo de la mezcla, asi encuentra el valor unitario para el barril compuesto.
A diferencia de la técnica anterior, dos profesores en formacién optaron

por calcular un «promedio parcial», es decir encontrar el costo de medio barril

de cada tipo de petrdleo para después completar un barril de la mezcla, un ejem-

P P P p p )

plo, que se puede ver en la siguiente imagen.
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Imagen 43. Promedio parcial (PF2).

Como se trataba de una mezcla con dos tipos de petroleo resulté mis eficiente
esta técnica, dividir el costo de cada barril en dos y sumar para encontrar el pre-
cio de la mezcla. Aunque eficiente, esta técnica podria no serlo en situaciones
donde se incluyeran mds tipos de petréleo. Ante esta consideracién se plantea-
ron tres tareas semejantes, pero cambiando el nimero de barriles de cada tipo,
los resultados fueron semejantes al caso anterior, no obstante, en la tltima tarea
de este tipo aparece una nueva técnica que se aproximaba al modelo algebraico:

Si mezclo 15 barriles de petrdleo Maya y 20 del Olmeca. ;Cudnto cuesta un barril

de petroleo de esa mezcla?

Al aumentar el niimero de barriles de cada tipo la técnica més utilizada fue el
valor unitario, la utilizaron cinco profesores en formacién y pudo observarse lo
siguiente:

939.2
5 %15 99520 ;"ﬁ’s’} 939.28
Ohg A,  BRR. gs[3a8] $

y325 19900
365 + 12935 3;150
T2a75 b '300
%

Imagen 44. Valor unitario (PF1).

La técnica se desarrollé del mismo modo que en las tareas precedentes, sélo
modificaron el rango numérico, es decir multiplicaron por separado el costo
por nimero de barriles de cada tipo para luego sumar los productos que luego
dividieron entre 35, a partir de esto identificaron el precio de un barril con la
mezcla enunciada.
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Por su parte dos profesores en formacién, que en la tarea anterior habian
empleado el «promedio parcial», no modificaron su técnica y decidieron utili-
zarla nuevamente en esta tarea como se puede ver en la siguiente imagen:

247 8.4 41 «9f
- o . 2.
208 sras s Togo
s 73, 6
uque Findn 250 745 b43 . 5680
1%/5¢ de maya 245 /_[{0‘ 33 0.5 4310.5
Y 30/1c de ol 119 cweste 3 8.5
20/35 de olmeca —0 l ber”

Imagen 45. Promedio parcial (PE3).

Se observa que PF3 incluye como informacién adicional la razén entre niimero
de barriles de cada tipo y total de barriles mezclados (15/35). Sin embargo, debe
recordarse que la tarea solicitaba el precio de un barril mezclado no la parte
proporcional de cada tipo de barril sobre la mezcla, la técnica empleada en este
caso busca el precio de cada tipo de petréleo entre el total de barriles a mezclar,
por ello el cociente que resulta en cada divisién se multiplica por el nimero de
barriles de cada tipo para luego sumar los productos y encontrar el costo de un
barril con la mezcla especificada.

El caso de PF7 que se muestra en la siguiente imagen indica que la técnica
ha evolucionado, €l en tareas anteriores habia utilizado el valor unitario, pero al
observar el aumento en el nimero de barriles de la mezcla opta por una repre-
sentacién «semialgebraica.

(365x15) +(995%28) = x
\ 35 5%
2)‘”54~ 1170
2° 12935 + /9900 - a1 50
6
X a
%"\ 3275 _939.13 |
\ 35

Imagen 46. Modelo semialgebraico (PF7).

En este caso se aprecia que la operatoria es similar al valor unitario, la repre-
sentacion (en el centro) esquematiza el trayecto de resolucién, pero sobre todo,
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muestra el sentido de la tarea planteada, podria plantearse como un esquema
que puede ser aplicable a tareas similares y representarse a partir de un modelo
generalizable.”

Las técnicas empleadas a lo largo de la T1.5 dan cuenta de un dominio
adquirido a través del REIL, los profesores en formacién han identificado el tipo
de situaciones para las cuales el valor unitario es una técnica eficiente, pero
también resulta claro que al enfrentarse a tareas con tres magnitudes reconocen
la necesidad de simplificar las técnicas que habian considerado idéneas. Ante la
presencia de un modelo «emialgebraico» resulté necesario plantear otro tipo
de tareas que, sin olvidar el momento tecnolégico-tedrico vivido, diera pie a la
exploracion en la que los profesores en formacién buscaran ayuda con sujetos
o materiales especializados, el objetivo es que esta ayuda les permitiera conocer
otras técnicas basadas en modelos algebraicos, este momento se concret6 al tér-
mino de la T1.5.

4.52. La biisqueda del modelo algebraico

Otra subtarea asociada a la T1.5 intentaba que los profesores en formacién «vi-
vieran» un momento en el que indagaran con «especialistas» (sus antiguos pro-
fesores, familiares o en textos matematicos)® la técnica adecuada para resolver
la tarea:

Considerando que el precio del petréleo Maya es de $865 y el petréleo Olmeca es
de $995, ;Qué cantidad de cada tipo de petréleo se debe mezclar si se desea produ-

cir una mezcla cuyo costo por barril sea de $900?

Al mismo tiempo que se buscaba complejizar la tarea, también se pretendia que
del valor unitario (t1), la regla de tres (12) y la razén fraccionaria (13), emergie-
ra una nueva técnica, un sistema de ecuaciones (14) que permitiera una doble
justificacién tecnoldgica, una basada en la Teorfa de las Razones y Proporciones
(61) y otra en la Modelizacién algebraica (62).

En la solucién de dicha tarea, se identificaron cinco técnicas, algunas de-

7. Esta primera aproximacién muestra el papel de la division en la estructura semialgebraica, aunque en
tareas posteriores los profesores en formacién tienen muchas dificultades para identificar ese papel.

8. Se indic6 que en una semana deberfan buscar un «especialista» que pudiera ayudarles o bien entablar
una bisqueda en diferentes medios (libros o Internet). El objetivo de esta actividad era acentuar la idea de
estudio como recorrido, como una biisqueda que hace el sujeto a través de diferentes medios.
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rivaron del proceso de busqueda planteado mientras que otras fueron creacién
personal, dado que algunos profesores en formacién mencionaron que sus «es-
pecialistas» no pudieron ayudarlos, es el caso de la técnica personal de PF3 en la
que se observa el uso de operaciones bésicas:

3¢5 —995
5 00 _HED
<55 " Tae
/13 60 —900 173
- 5rges S(18£0
5 r‘%?q—g 3155
49
4s 199 s > 133
312 31
e "
$900

Imagen 47. Técnica personal aritmética (PF3).

Como se puede observar, PF3 considera que debe hacerse una mezcla con dos
magnitudes (precio de cada petréleo) para encontrar una tercera magnitud
(precio total $900), sin embargo la tarea pedia la cantidad de cada tipo de petro-
leo en la mezcla, es decir, la incégnita estd referida al niimero de barriles como
magnitud. Una vez que suma el precio de ambos tipos de barril, divide las tres
magnitudes conocidas (precio de barril Maya, precio de barril Olmeca y la suma
de ambos precios) entre cinco, con ello intenta reducir las magnitudes dado que
5 es divisor comdn a los tres datos, aunque no se observan indicios de una ope-
racién de la cual pudiera resultar el nimero 5. Sin llegar a un resultado preciso,
PF3 opta por representar los cocientes de las tres divisiones a modo de «razén»
sin establecer directamente la comparacién de magnitudes, sobre todo porque
los datos que utiliza aluden a la magnitud «precio», lo que no corresponde a la
situacién en cuestion.

En la siguiente imagen se muestra la técnica que utilizé6 PF1 y PF4 en esta
tarea, también inicia con la consideracién de los costos de los tipos de petréleo,
pero los asocia con el nimero de barriles a través de la regla de tres.
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Imagen 48. Regla de tres (PF4 y PF1).

A pesar de que tanto PF4 como PF1 llegan a resultados aproximados y utilizan
la misma técnica, la significacién y alcance son distintos. PF4 busca un cuarto
término desconocido, el porcentaje correspondiente a $900 por ello establece
la comparacién con el precio de cada tipo de petréleo que considera como el
100%. Para el petréleo Maya la cuarta magnitud indica una diferencia de 4.01%
de la mezcla por encima del costo de este tipo de petrdleo, mientras que en el
Olmeca resulta una diferencia porcentual de 9.55% por debajo del precio de la
mezcla y el costo del petréleo. Ante dichos resultados PF4 calcula la mitad de
ambos porcentajes para «comprobar» con otra regla de tres, que los costos de los
porcentajes encontrados se aproximan a 900, asi el 52.02% y el 45% constitu-
yen desde su perspectiva las cantidades (porcentaje) de cada tipo de barril para
obtener la mezcla solicitada.

Por su parte PF1 hace una interpretacion diferente, desde que plantea la
regla de tres divide el costo de la mezcla ($900) entre dos tipos de petréleo y cal-
cula el porcentaje correspondiente, esta técnica proviene del «especialista» por
lo que PF1 s6lo transforma el 100% a la unidad para encontrar la parte propor-
cional a cada barril en lugar del porcentaje (52% del Maya y 45.2% del Olmeca).
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A diferencia de la técnica anterior basada en la regla de tres, en la siguiente
imagen se puede observar que PF5 hace explicita la relacién entre el nimero de
barriles de cada tipo y el costo de la mezcla en un modelo que podria denomi-
narse tabular en tanto que refleja a través de estimaciones la posible mezcla y el
costo que derivaria.
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Imagen 49. Modelo Tabular (PF5).

M

307 0 }@IGM7 900.45
60
o

II

Esta técnica parte de una estimacién de barriles enteros, PF5 aumenta y dis-
minuye las cantidades para aproximarse a dicho costo. Cuando establece que
puede mezclar 16 barriles de petréleo Maya con 6 de Olmeca, busca magnitudes
proporcionales a éstas e inicia las aproximaciones con la mitad de los barriles, es
decir 8 barriles del Maya y 3 del Olmeca. Al identificar que se trata de magni-
tudes que son muiltiplos entre si inicia estimaciones con decimales hasta lograr
la aproximacién mds cercana al costo planteado en la tarea. Con el uso de esta
técnica fue posible evidenciar que habrd mezclas diferentes que lleven a un mis-
mo costo (4 de Maya y 2 de Olmeca = 908, 6 de Maya y 3 de Olmeca = 908),
esta observacién permitird en su momento interpretar que una tarea de este tipo
tiene diferentes soluciones.
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En otra técnica, utilizada por PF2 y derivada de un profesor «especializado»
(Imagen 50), la tarea se modeliza mediante un sistema de ecuaciones y se resuel-
ve a través del método de Gauss-Jordan.® Esta técnica resulta de gran utilidad,
sobre todo cuando se trabaja con sistemas de ecuaciones con tres incognitas y
cémo se observa, consiste en emplear el método de reduccién de modo que en
cada ecuacidn se tenga una incdgnita menos que en la ecuacién que le antecede.
Si bien en este caso no se trataba de un sistema de tres ecuaciones, la técnica

le sirve a PF2 para alcanzar un resultado que al comprobarse, da cuenta de su
eficiencia.

865 +995 = 900
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Imagen 50. Método de Gauss (PF2).

Este método consiste en llevar los coeficientes de cada una de las ecuaciones
a una matriz, lo primero que hace PF2 es etiquetar las ecuaciones, coloca las
literales M y L en 1, aunque olvida colocar las incognitas y sélo coloca los coe-
ficientes y el término independiente (865+995=900) sin embargo en la compro-
bacién final los valores de las incognitas se hacen presentes.

msﬂordan consiste en aplicar transformaciones elementales a la matriz ampliada del

sistema, de modo que de ser posible se llegue a un sistema de la forma: x+*y+"z =*, y+*z=", z=", para con-

vertir el sistema inicial en un sistema cuya matriz ampliada, es una matriz triangular superior (Tortosa y
Santacruz, 1997).
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Aunque no lo explicita, la primera columna se refiere al petroleo Maya (x),
la segunda al Olmeca (y) y en la tercera ubica los términos independientes (cos-
to de la mezcla). Una vez establecida la matriz, busca que el coeficiente 865 se
vuelva 0 (con -865) para hacer una matriz escalonada, luego obtiene los valores
de la segunda fila (0, 130 y 35) y sigue simplificando, multiplica la fila dos por
1/130 (inverso de 130) para obtener la mayor simplificacién posible en la fila dos
(0, 1y 7/26). Después pasa a la primera fila, utiliza -1 para eliminar el coeficiente
L (-1*0=0+1=1 luego multiplica -1 por 1 = -1 més 1 = 0). Posteriormente trabaja
con el término independiente de la primera fila y multiplica -1 por 7/26, con
esto se ha logrado reducir la matriz aumentada dejando sélo un coeficiente en
1 en las columnas de x y de y asi como reducidos los términos independientes.
Una vez que encuentra la parte proporcional de cada tipo de petrdleo, los expli-
cita a través del porcentaje correspondiente y coloca los valores de My L en la
ecuacién para la comprobacién que muestra la eficiencia de la técnica.

Tal como se habia previsto en el disefio del REI, la intencién de este mo-
mento con los «especialistas» o textos cientificos tenfa como propésito el «en-
cuentro» con técnicas mds elaboradas en términos de sintesis y eficiencia, al igual
que con la tarea ante-

rior, el objetivo se logrd
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algebraico parcial (PF8).
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La técnica de PF8 se basa en modelizar la tarea mediante una ecuacién de
primer grado con dos incégnitas. Para resolverla, establece una igualdad entre
costo de cada tipo de petréleo y su respectiva incognita (865x=995y) posible-
mente considera que la mezcla tendrd aproximadamente la mitad de cada tipo
de petréleo, luego reduce los costos a la quinta parte para simplificar el despeje
de x y establece la ecuacién (865x+995y=900) en la que sustituye el valor de x
encontrado en el despeje anterior y agrupa los términos iguales (199y+199y)
para encontrar el valor de y.

Una vez identificados los valores de x y y identifica la parte proporcional
a cada uno, la cual también se expresa de modo porcentual, esta situacion se
comprueba y la suma de ambos valores lo lleva al costo de la mezcla establecida.
Durante el momento tecnoldgico-tedrico del recorrido esta técnica fue consi-
derada como la mas eficiente.

Otro modelo algebraico diferente al anterior y que se puede observar en la
siguiente imagen, es el que utilizo PF7.

Mayq fgcgiz
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?00)()1
8es5x+99sy
. 2oz
M
L_“Q‘\/q Olmeca
- 9x ¢ ¥83. ¢
69y = 399,
Y16. ¢ Y 799
TeF ¢ Y83.¢9
994
4g.197% +4Y8%.6/7% = 96. 8.

Imagen 52. Uso del porcentaje (PE7).
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En esta técnica aparece una tercera variable, el precio total de la mezcla
(W). También asigna una incégnita a cada tipo de petréleo (x, y) y una vez
determinados, suma los costos parciales y los divide entre el costo total pero no
considera que se trata de términos no semejantes y suma los coeficientes, aun-
que los coloca como si los hubiera multiplicado (865x+995y=1860xy). Luego
utiliza el cociente de la divisién (2.06) como divisor para cada uno de los valores
de ambos tipos de barril y establece los costos proporcionales a cada petréleo
(416.9 de x y 483.69 de y) pero atn le falta identificar la parte de cada uno que
deberd mezclarse para obtener un barril de $900, por lo que opta por dividir los
costos encontrados entre el costo del barril completo de cada tipo y asi obtener
dicha parte, luego hace la transformacion a porcentaje donde se aprecia un fal-
tante de 3.2% para completar el total.

Con estas subtareas de la tarea T1.5 los profesores en formacién observaron
desde perspectivas especializadas la diversidad de técnicas que pueden utilizarse
para resolver tareas de este tipo, aunque cabe subrayar que en la mayoria de los
casos se observaron deficiencias en su aplicacién. No obstante, se considera que
el propésito definido para esta parte de la T1.5 se alcanzé en cierta medida con
la aplicacién de un modelo algebraico incipiente.

4.5.3. El trabajo con la técnica. Continuidad o ruptura

Como se ha mencionado, el propdsito de la tarea T1.5 era que una vez iden-
tificadas diversas técnicas, los profesores en formacién utilizaran la que les pa-
reciera mis eficiente para resolver tareas de relacién proporcional entre tres
magnitudes. Para observar si en efecto los profesores en formacién utilizarfan
alguna técnica mis eficiente se planted una tarea similar a la anterior en la que
s6lo se modificé el costo de la mezcla, el planteamiento fue:

Si el precio del petréleo Maya es de $865 y el petrdleo Olmeca es de $995. ;Qué
cantidad de cada tipo de petréleo se debe mezclar para producir una mezcla, cuyo
costo de cada barril sea de $975?

En este caso varios profesores en formacién modificaron sus técnicas, aunque
tres de ellos continuaron con la que habian utilizado antes, es decir, vuelve a
aparecer el método de gauss, la regla de tres y el modelo algebraico, aunque el
uso del modelo algebraico se ampli6 a seis profesores en formacién, PF2 sigue
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empleando el método de gauss y lo desarrolla de la misma forma que en la tarea
anterior, como se muestra en la imagen 53:

M+ L = 915 .
w 865 i qus__._i M@\tq- 13 J’p 257(
(o ) It ——

(BGS 945 lﬂ‘ls ( I \3 Ol eed [3

ol (1)3)

Imagen 53. Método de Gauss (PF2).

Comprabqnio
365(1,;)”95( u)=975

Para PF2, ademds de eficiente esta técnica resulté confiable, como se puede ob-
servar, modeliza la situacion a través de un sistema de ecuaciones y a diferencia
de la tarea anterior, en este caso expresa las literales M y L en el lugar de las in-
cdgnitas. Al comprobar la igualdad se observa la pertinencia de la técnica, razén
por la cual sigue siendo empleada.!

Por su parte PF1 utiliza la misma técnica (la regla de tres) que en la tarea
anterior (Véase imagen 54), opta por dividir en dos el costo de la mezcla (975) y
establece la regla de tres con los costos de cada tipo de petréleo.

66 5—1
482.5-7 o.5635

995 —1
9872. 5 — ? 0_7877

Imagen 54. Regla de tres (PF1).

10. PF2 reconocié la efectividad y eficiencia de su técnica durante del momento de explicacién y justifi-
cacién de las técnicas.
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Esta técnica sigue siendo predominante en PF1 porque parece econémica y la
domina, sin embargo no es eficiente porque sélo le permite hacer aproximacio-
nes sin llegar a un resultado exacto dado que no se puede hablar de un promedio
de la mezcla y considerar los costos de cada tipo de barril por separado, se olvida
que es una mezcla y considera la mitad de $975 para cada tipo de petrdleo.

A diferencia de los dos casos anteriores, seis profesores en formacién cam-
biaron su técnica, por ejemplo PF5 habia utilizado un modelo tabular y ahora
toma la técnica de PF8 por considerarla eficiente pero sobre todo mas econémi-
ca que su técnica anterior."

@ 865x =915y @ 365x+995y =935

=945 (0-9)
o W g (Waens 30 g s
199y 9V + 179412 _ 48358
x:_";’[g 399Y=195 X= 865
Y= 3’—‘33 x=0.56
567484,
3650 t84. 4 Y204

‘iqsxo.‘i‘?ﬁw
921.95

Imagen 55. Modelo algebraico parcial 1 (PF5).

Lo destacable en esta tarea es que seis profesores en formacién utilizaron un
modelo algebraico, aunque el resultado final (971.95) fue aproximado porque
no se ha considerado que la tarea pide la cantidad que se debe mezclar de cada
tipo de petréleo y que el costo de cada barril de esa mezcla sea una cantidad
determinada. En el modelo algebraico también se present6 una técnica que bus-
caba simplificar el proceso de resolucién de la tarea, no obstante en su desarrollo
se mostraron algunas dificultades (Imagen 56).

11. PF8 expresé las razones de su cambio en el momento de explicacién y justificacion de técnicas.
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5657 + 995 x - 860 /9
g75
865, + 795 x g 5
7 + 52/
/8[0/7?5 ?_——L—\'
)’ :52.37{ T%%
X = 52.2%

Imagen 56. Modelo algebraico parcial 2 (PF7).

Como se puede observar, el error que PF7 sigue cometiendo es sumar dos tér-
minos no semejantes para encontrar un valor (1.9) el cociente de los costos de
la tarea, sin embargo cuando divide los costos parciales y obtiene 453y+521x,
vuelve a dividirlo entre 974, no queda claro su propésito porque tampoco coin-
cide con los porcentajes obtenidos.

La tarea T1.5 ha permitido observar la evolucién de las técnicas y el uso de un
modelo algebraico en un ntimero considerable de profesores en formacion (siete
incluyendo quien utiliza el método de Gauss-Jordan). Aunque de modo diferente,
utilizan una expresién algebraica para resolver la tarea. En contraparte, un pro-
fesor en formacién sigue empleando la regla de tres porque no ha comprendido
que sdlo podri darle ciertas aproximaciones al resultado, ni la necesidad de cons-
truir un modelo generalizado que sea eficiente para todas las tareas de este tipo.

4.54. En la ruta hacia el modelo algebraico

Otra subtarea de la T1.5 tenfa como objetivo que los profesores en formacién
utilizaran un modelo algebraico como técnica para tareas cuya incdgnita estd
representada por una literal, tal como se planteé en la siguiente situacién:

¢Qué cantidad de cada tipo de petrdleo se requiere si se desea producir una mezcla

cuyo costo de cada barril sea de n pesos?

El planteamiento de la tarea complejizaba la situacién al colocar una literal en el
costo, la intencién era que reconocieran la técnica general mis que un procedi-
miento, esto es que reconocieran una estructura algebraica que representara las
relaciones implicadas entre las magnitudes expresadas pero que también permi-
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tiera su solucién. No obstante el propdsito, tres de los profesores en formacién
consideraron necesario dar un valor cualquiera n para justificar el desarrollo de
la técnica utilizada, en la siguiente imagen se observa la técnica de PF2.

¢, 865m + 9I5L = as0
| Mmoo+ L = 4
(-9457 ] | ! 4
( scs 195 | 950 ) ™ ayas 2%
| I y Olmeca = ;IGL
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Imagen 57. Método de Gauss (PF2).
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Como se puede apreciar, si bien PF2 plantea parcialmente una estructura al-
gebraica al colocar M y L como incégnitas (865M+995L= 950), el modelo no
resulta generalizable pues se aplica s6lo al valor dado a 1, es decir a 950. Lo que
se aprecia aqui es una «resistencia» para abandonar la técnica dominada que,
aunque se basa en un modelo algebraico (un sistema de ecuaciones) no repre-
senta fielmente la tarea planteada (la generalizacién).

En su caso, PF1 vuelve a utilizar la regla de tres, se podria decir que es él
quien presenta la técnica mayormente aritmética dado que no se observan in-
tentos de estructurar un modelo algebraico. Como se puede ver en la siguiente
imagen, s6lo representa la incégnita que habrd de despejarse a través de la regla
de tres.
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Cabe sefialar que para este caso, la técnica de PF1 result6 eficiente pues recuper
el costo de una mezcla que habia sido planteada desde las primeras tareas, ade-
mis calcul el promedio del costo de ambos petrdleos y encontrd un resultado

adecuado.

Empero, a diferencia de sus dos técnicas anteriores, PF6 utiliza el modelo
algebraico parcial que habia sido explicado y justificado por la mayoria de los
profesores en formacién, pero da un valor especifico a n (1000) para desarrollar

n Puede ser c.ual?ufer valor

B65 —100 % 995100 %
7 - 50% 72— 504
\ !
132.5 Y975
n=930

Imagen 58. Regla de tres (PF1).

su técnica, como se puede ver en la siguiente imagen:

g65x = c[‘?57 865x+995y=n n=1,000
995 \/-: /000/2_
1] 3% = 19?7 ( Z>+qq57:n
Ll 995
z= 199 995
¥ #49S=h Y= 500 - s
i 99
xX= 995 “qo\lzn 50,25%
—____L_ \/: n 7’: :
gé6s 1190 X = 1000/2
\/‘ n/a 26S
h X= 500 =.5
Q9s T
X =57.80%
Q65(.51780) + 0195(,5025) =1000
500 + S00 = 1000
1000 = 1000

Imagen 59. Modelo algebraico «parcial 1» (PF6).

171




La estructura inicial podria tomarse como modelo algebraico parcial en tanto que
asigna un valor numérico a los costos de cada tipo de barril (865x+995y=n), da-
tos que son parte de la tarea planteada. Otros dos profesores en formaciéon mues-
tran la transicién del modelo parcial al modelo algebraico (Véase imagen 60).

=
X+ =n i_,_\ll_ = Fi
w/ 2Z-
PF4. Suma de variables PF7. Suma y division de variables

Imagen 60. Uso de la suma.

PF4 habia empleado la regla de tres y el modelo semialgebraico (865x+995y=975)
en tareas previas, en este caso utiliza una suma de variables, sin embargo olvida
que xy y constituyen las incégnitas de cada tipo de petréleo que conforman la
mezcla (n) y que a las incégnitas les corresponde un valor diferente, el precio de
cada petréleo ($865 y $995).

Lo mismo ocurre con PF7 quien coloca el producto de dos variables (w y
z) como divisor de la suma de x+y, lo que deduce la necesidad de representar los
precios de cada petrleo mediante una literal, en su caso considera la divisién
como mezcla de dos tipos de petrdleo, esto tltimo resulta coherente desde la
perspectiva del planteamiento de la tarea.

En esta misma subtarea tres profesores en formacion retoman la expresion
inicial con la que habian trabajado anteriormente, es decir, colocan los costos de
petrdleo respectivos para cada incégnita y sustituyen los valores numéricos por
literales (Véase imagen 61).

Besx + 15y =7

Qx*b\l =N

Imagen 61. Modelo algebraico «<incompleto» (PFS8).
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En estos tres casos, cuya técnica se podria denominar modelo algebraico «in-
completo», no fue necesario desarrollar la técnica porque una vez que se escribié
la estructura algebraica, se sustituyeron los valores aritméticos por las literales a
y b para establecer la generalizacién en la igualdad, con lo que se establecié de
manera implicita que se trata de una ecuacién lineal con dos incognitas'?, de esta
forma se entiende que las parejas ordenadas de x y y que satisfagan la igualdad,
seran las soluciones de la ecuacién.

Cabe mencionar que todas las técnicas anteriores fueron validadas median-
te una discusién grupal, esta validacién se organizd conforme a los momentos
planteados en el REI-FP planificado, sin embargo, es evidente que hasta la sub-
tarea anterior los profesores en formacién no se habian apropiado del modelo
algebraico como técnica para la solucién de estas tareas, por esa razén se dise-
fiaron y aplicaron tareas adicionales que permitieran replantear las técnicas para
observar que faltaba considerar la mezcla (x+y) como divisor de la estructura
encontrada, es decir, cuando ellos establecen el modelo ax+by=n hacen referen-
cia a una mezcla, pero no a la parte extraida de la mezcla («que cada barril de
esa mezcla sea de n pesos») que se encontraria mediante la divisién que atin no
ha aparecido, situacién que buscé enfatizarse. Lo que resultd de las actividades
ulteriores se presenta en el siguiente apartado.

4.5.5. La consolidacidn del modelo algebraico
Como se ha mencionado, en esta dltima parte de la tarea T1.5 el objetivo era
que los profesores en formacién establecieran una técnica (1) y una tecno-
logia (8) generalizable para cierto tipo de tareas asociadas a la proporciona-
lidad. Lo relevante no era sélo llegar al modelo algebraico sino comprender
su funcién e identificar el significado de cada una de sus partes, lo que serfa
util para predecir el comportamiento del problema, esto es, el conocimiento
matemdtico en el contexto del problema, expresado en una praxeologia.

El REI-FP en su médulo matematico incluyé una dltima tarea para iden-
tificar el comportamiento de las magnitudes en una relacién de variacién pro-

12. Una ecuacién lineal con dos incdgnitas es una igualdad de un modelo algebraico del tipo ax+by=c, las
incognitas estin representadas por x e y, mientras que a, b y ¢ son nimeros reales conocidos donde a y b
no pueden ser 0 al mismo tiempo, una solucién para dicha ecuacién se presenta como un par de niimeros
reales (x, y) que pueden encontrarse asignando un valor arbitrario a x para despejar y o viceversa. Una
ecuacién de este tipo tiene infinitas soluciones y toda solucién determina un punto en el plano cartesiano
que se representa a través de una linea recta, de ahi el nombre de ecuacién lineal (Ferndndez, 2012).
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porcional del tipo (ax+by)/(x+y)=c, con esta tarea ademds de validar las técnicas
de caricter aritmético se buscaba que utilizaran un modelo algebraico con una
justificacién sustentable en la Teorfa de las razones y proporciones (01) y la
Modelizacién algebraica (82). Para ello se planted la siguiente subtarea.

Teniendo en cuenta que el precio del petrleo Maya es de $865 y el petréleo Ol-
meca es de $995, si se hace una mezcla usando 13 barriles de petréleo Maya y 12

del Olmeca. ;Cuinto cuesta un barril de petréleo de esa mezcla?

La tarea tenia como objetivo provocar la evolucién de la técnica hacia el mo-
delo algebraico pero sobre todo recuperar una situacién en la cual se observara
la necesidad de establecer la divisién entre (x+y) ausente en la estructura alge-
braica que habian logrado concretar en tareas anteriores. En esta subtarea dos
profesores en formacién iniciaron con el modelo algebraico parcial que habian
desarrollado, aunque no lo explicitan de modo algebraico (Véase imagen 62).

3M 4106l =25M0 53,86
13(B65) +12 (495)= A5M0 25

1124s + 11940 = 2sMo

23185= 25 M0

Mo

92%.4=M0

Imagen 62. Estructura algebraica compacta (PF7).

Alaizquierda se observa el proceso seguido para la expresiéon 13M+120=25MO
que incluye s6lo datos conocidos, algo que debe destacarse es que el proceso
evidencia la necesidad de expresar la divisién «entre 25», un dato que habia
pasado desapercibido en la construccién anterior del modelo. A la derecha se
aprecia la comprensién de esta situacion y se alude al cociente de la divisién
como la cantidad que se extrae de la mezcla de ambos tipos de petrdleo.

En esta misma subtarea, seis profesores trabajaron su técnica en sentido
inverso, es decir desarrollaron la técnica aritmética para luego establecer el mo-
delo algebraico y su interpretacién, que era el propdsito de este recorrido de
estudio (Véase imagen 63).
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Imagen 63. Estructura algebraica desarrollada (PF5).

Como puede observarse, la técnica de PF5 es un ejemplo del proceso que jus-
tifica el modelo algebraico. Inicia con el precio total para cada uno de los tipos
de petroleo, una vez que se identifica el valor de ambas magnitudes se suma y
divide entre el nimero total de barriles (25), con esta accién se advierte que la
estructura algebraica planteada en tareas previas estaba incompleta pues sélo se
habia conocido «una mezcla» no la parte que se extrae de esa mezcla, la cual se
representa con la divison entre x+y. Si bien en este caso se retomé una técnica
aritmética que ya se habia empleado, con la expresion algebraica se aprecia la
aparicién de una técnica que ha sido comprendida y derivada de un proceso
planteado a través del REI-FP.

Ahora bien, para gestionar el momento relativo al trabajo de la técnica y
consolidar el dominio del modelo algebraico se plante6 otra subtarea que soli-
citaba identificar la parte proporcional de cada tipo de petrdleo en una mezcla
dada, a saber:

¢Qué cantidad de cada tipo de petréleo se debe mezclar si se desea producir una

mezcla cuyo costo de cada barril sea de $940?

A diferencia de la subtarea anterior, los ocho profesores en formacién usaron el
modelo algebraico para resolverla. Cabe sefialar que para identificar el costo de
cada barril que se extrae de una mezcla es preciso realizar el despeje de x y de y,
esta accion plantea una dificultad mayor y al parecer es la razén por la que todos
los profesores en formacién usan el modelo algebraico, lo que hacen PF1 y PF2
(Imagenes 64 y 65) es un ejemplo de la técnica implementada.
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Imagen 64. Modelo algebraico (PF1).

Como se puede apreciar, PF1 coloca los datos conocidos (costos de cada pe-
tréleo y costo total de un barril de la mezcla) e inicia el despeje de las variables
de y=75x/55, al llegar a este punto es interesante observar que coloca un valor
cualquiera a x (2), con lo que llega a establecer que el valor de y (cantidad de
petréleo Olmeca) serfa de 2.72 cuando la cantidad de petréleo Maya (x) sea de
2. Luego despeja x y otorga el valor 3 a y para establecer que cuando la cantidad
del petréleo Olmeca sea 3, la cantidad del petréleo Maya serd de 2.2 situacién
que nos permite identificar que PF1 ha comprendido que existe una cantidad
infinita de mezclas que puedan dar el costo de un barril de $940 pesos.

A diferencia de la técnica anterior, PF2 plantea el modelo algebraico y hace
el despeje. En su trabajo se observa la eficiencia y economia de la técnica, dado
que una vez dominada resulta sencillo manipularla y considerar su pertinencia
en este tipo de situaciones. PF2 otorga un valor cualquiera a y (2) para identifi-
car que x (Petréleo Maya) tendria un valor de 1.46, podria decirse entonces que
el momento de estudio referido al trabajo de la técnica ha permitido compren-
der que para este tipo de tareas las soluciones son infinitas.
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Imagen 65. Modelo algebraico (PF2).

Lo importante en este REI-FP es que los profesores en formacién construyeron
el modelo algebraico asi como su funcionalidad, todo ello a través de un recorri-
do de estudio que inici6 con planteamientos sencillos susceptibles de resolverse
con un modelo aritmético hasta otros en los que fue preciso utilizar un modelo
algebraico, proceso que tuvo que ver con la progresiva complejidad de las tareas
y con la gestién de los seis momentos de estudio del modelo didéctico.

Es de subrayarse que en la dltima tarea los ocho profesores en formacién
usaron el modelo algebraico y sélo uno mostré dificultades para manejarlo pues
olvidé dar un valor cualquiera a una de las incégnitas para despejar la otra. No
obstante, esta dificultad podré ser superada con el planteamiento de otras tareas
similares donde la técnica sea justificada y validada.

Finalmente, cabe sefialar que aunque el modelo aqui construido es propio
de la funcién lineal, esta nocién no fue institucionalizada al no constituir el
objetivo principal del REI ni el objeto de esta investigacién, ademds esta nocién
no es trabajada por los profesores en formacién con sus alumnos de las escuelas
de educacién primaria. La intencién era que, como «aprendices» de matemdticas
identificaran situaciones en las que hay una relacién de proporcionalidad entre
dos magnitudes con una tercera, pero sobre todo, provocar la evolucién de sus
técnicas aritméticas a un modelo algebraico general y eficiente.
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V. ANALIZAR UN REI
LAs PRAXEOLOGIAS DEL «<PROFESOR ANALISTA»

Las praxeologias didicticas encuentran su «razén de ser» en la pregunta
scémo ensefiar...? y se reconstruyen con el planteamiento de tareas re-
lativas al trabajo del profesor. Analizar una praxeologia didictica implica (re)
conocer los alcances y restricciones que una institucién ha establecido para el
estudio de un saber, las cuestiones que plantea, las tareas que sefiala, las técnicas
que demanda y hasta el discurso tecnolégico con el que las justifica, por ello en
el médulo dos (M,) del REI-FP donde se analiza el REI, se considera sélo un
determinado ndmero de variables relacionadas con el problema estudiado.

En correspondencia con esta idea, en este capitulo la atencién se centra en
identificar el discurso tecnolégico de los profesores en formacién al reflexio-
nar sobre los conceptos, tareas y técnicas de la proporcionalidad que, desde
una perspectiva matemdtica-didictica, se hacen presentes en el Recorrido de
Estudio e Investigaciéon (REI) que «vivieron» y que de una forma u otra son
elementos que se encuentran sujetos a las determinaciones de una institucién,
la escuela primaria.

El anilisis que aqui se presenta se compone por un elemento descriptivo y
uno predictivo. En lo descriptivo se trata de que los profesores en formacion re-
flexionen sobre las tareas que resolvieron en el médulo uno como «aprendices»
de matematicas. Para recuperar sus reflexiones se realizé una entrevista semies-
tructurada que pretendia recuperar evidencia de las descripciones acerca de las
tareas y las técnicas presentes en el REL

La segunda dimensién es predictiva porque cuando se le cambia el rol de
«aprendiz» de matemdticas a eventual profesor, el profesor en formacién debe
reflexionar sobre las elecciones locales y las caracteristicas de una tarea propia
para la ensefianza de un objeto de saber especifico. En esta dimensién se anali-
za aquello que el estudiante podria aprender con dicha situacién, asi como sus
posibilidades de accién, decisién, control y validacién al trabajar de modo in-
dependiente al formador, es decir, se prevén los comportamientos posibles tra-
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tando de demostrar la forma en que el anilisis permite controlar su significado
y asegurar que se produzcan los conocimientos esperados (Godino, Batanero,
Contreras, Estepa y Lacasta, 2013). Especificamente se les pidi6 analizar dos lec-
ciones ligadas a la proporcionalidad que se incluyen en el libro de texto de sexto
afio de primaria y se les aplico otra entrevista semiestructurada que buscaba
explorar sus ideas respecto de las posibilidades de ensefianza de tales lecciones.
Con base en estas consideraciones, la cuestién generatriz que orient6 el trabajo
de este médulo (M,) es la siguiente:

Q2: ;Qué discurso tecnoldgico-tedrico (B, ©) despliegan los profesores en for-
macién durante el desarrollo de tareas (T) referidas al anilisis de una praxeologia

didictico-matematica ligada a la proporcionalidad?

5.1. Las REfIEXIONES SOBRE EL REI

En el primer momento se realizé un anilisis (praxeolégico) matemiético-di-
déctico de la actividad desarrollada en el primer médulo donde se plantearon
cuestiones relacionadas con nociones, técnicas, propiedades y otros elemen-
tos identificados en la «vivencia» del REI. Para este anilisis era preciso que los
profesores en formacion utilizaran una terminologia especifica para describir y
analizar la actividad matematica que posteriormente, deberia ser estudiada en la
escuela primaria, para tal efecto la cuestion derivada fue la siguiente:

Q.2.1. ;Qué discurso tecnoldgico-tedrico (0, ©) expresan los profesores en forma-
cién, durante el desarrollo de una tarea (T) relativa al anilisis conceptual, técnico
(1) y funcional del recorrido de estudio e investigacién posterior a su aplicacién en

la escuela normal?

Para tal efecto la tarea T2.1 exigia dar respuesta a preguntas como: ;cudl es el
concepto o conceptos centrales que se plantean en la «Situacién Petrdleo» ?,
¢qué tipos de proporcionalidad se incluyen?, ;cudles son las diferentes estrate-
gias a que da lugar esta situacién?, ;es pertinente plantear la situacién petréleo
en la escuela primaria?, ;cudles serfan los conceptos y estrategias que aprende-
rian los nifios con el estudio de esta situacidn?, entre otras.

En el caso del concepto central, seis profesores en formacién sefialaron que se
trataba de la proporcionalidad, argumentaron que en términos generales todas
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las tareas implicaban dicho concepto, uno mas PF2 agreg6 que también se tra-
baj6 el factor constante de proporcionalidad y manifesté que posiblemente la
cuestion de estudio era dicha nocién, asi lo expresa:

Se trabajo el concepto de proporcionalidad y el factor constante de proporciona-
lidad porque en los problemas que estuvimos analizando habia una relacién cons-
tante entre dos razones que eran x y y, una variaba y la otra dependia de la otra, si
una aumentaba la otra disminuye entonces es por eso que era el factor constante de

proporcionalidad (PF2).

En esta respuesta se observan varios elementos asociados a la proporcionalidad,
la relacién entre magnitudes incluidas en las tareas vinculadas a la «Situacién
Petrdleo», donde uno de los puntos centrales era el andlisis de la variacién de
una magnitud con respecto a otra, por lo tanto, la nocién de variacién propor-
cional fue un eje central de andlisis. Aunque la constante de proporcionalidad
estuvo involucrada en algunas tareas (las tablas de variacién proporcional) no
era el concepto principal en esta situacién, pero si una nocién presente en el
REI

Por otro lado, hubo un caso que ademds de identificar a la proporcionalidad
como concepto central, también la percibe como nocién que puede evolucio-
nar hacia otra perspectiva dependiendo de la institucion, tal es el caso de la
siguiente afirmacidn:

Lo que se trabaja es proporcionalidad, pero la proporcionalidad nos lleva hacia el
uso de ecuaciones miés adelante, entonces es como dependiendo, porque yo por
ejemplo este problema lo puedo aplicar a mi grupo y me va a dar resultados arit-
méticos con un tema aritmético, pero si voy y lo aplico a secundaria muy pro-
bablemente, dependiendo de los conocimientos que ellos tengan me puede dar

resultados algebraicos (PF7).

En las afirmaciones de PF7, se identifica el concepto central en la «Situaciéon
Petréleo», lo interesante de esta idea es la dualidad de los modelos en los que
se hace presente, el aritmético y el algebraico. Si bien no se explicitan nocio-
nes derivadas del concepto de proporcionalidad, excepto el uso de ecuaciones,
este profesor en formacién ha comprendido que el contexto y las restricciones

181



institucionales determinarin el alcance de las nociones y de las técnicas que se
podrin estudiar.

A partir de lo anterior podria decirse que todos los profesores en formacién
identifican el concepto implicito en la situacidén problema. Esta situacién puede
deducirse a partir de lo abordado en los momentos de estudio del primer mé-
dulo y en el médulo dos donde se intent6 reafirmar los conocimientos identifi-
cados en el REI al preguntar sobre los tipos de proporcionalidad en las diversas
tareas matematicas resueltas. Uno de los profesores en formacion identifica so-
lamente el trabajo con la proporcionalidad directa, al cuestionar sobre los tipos
de proporcionalidad que se trabajaron en la situacién, indica:

Proporcionalidad... mmm... no sé si sea un tipo de proporcionalidad o més bien
como de razén. Cuando por cierto dinero ajustd tantos barriles o viceversa, ah... es
la directa. También por ejemplo cuando vimos que si se aumenta el precio aumen-
taba la cantidad de petréleo (PF4).

En el fragmento anterior se observa que al inicio, PF4 parece no identificar los
tipos de proporcionalidad, incluso confunde la nocién de razén como parte de
la tipologia, lo que indica que puede tener ciertas dificultades para identificar
situaciones que implican diversos tipos de proporcionalidad, aunque también
hace referencia a la proporcionalidad directa cuando ejemplifica con las mag-
nitudes de precio y cantidad de petréleo, no reconoce que en el resto de la
situacidn se plantearon tareas en las que se incluye otro tipo relacién tal como
lo hace PF3:

Pues la directa y la inversa, ya que, dependiendo de la consigna que se nos daba
o la pregunta, nosotros podriamos obtener o desarrollar un procedimiento ya sea
de proporcionalidad directa o inversa dependiendo del resultado que se nos pedia
(PF3).

En el fragmento anterior se hace alusién a las dos relaciones de proporciona-
lidad y aunque no ejemplifica, sefiala que depende del planteamiento dado en
la situacién. Cabe sefialar que en esta categoria se ubicaron cinco de los ocho
estudiantes, aunque ninguno la define o ejemplifica, s6lo expresan los tipos de
proporcionalidad. También se present6 un caso que ademas de identificar los
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dos tipos de relacién, enuncia la presencia de otro tipo de relacién cuando se
manipularon tres magnitudes en la situacién problema:

La directa cuando una cantidad la dividiamos entre un ndmero entonces la otra
magnitud con el mismo nimero pero dividido entre la constante por eso era di-
recta, ademds la inversa que dependia una de otra. Y habia una en lo que son los
problemas se manejaba como compuesta, donde tenfamos que encontrar valores y

tenfamos que buscarlos a partir de la sustitucion (PF2).

Aunque no se explica claramente la proporcionalidad compuesta en la respuesta
anterior, hay indicios de que PF2 identifica que ésta se presenta cuando se trabajé
«la sustitucién» en las dltimas tareas con tres magnitudes en la mezcla de petré-
leos y donde se sustituy6 el valor numérico por el manejo de literales. Ademas de
los casos enunciados, PF6 no logra identificar las relaciones de proporcionalidad
implicitas en la situacién petrdleo, manifestd que no recordaba esa tipologia.

A partir de los datos anteriores, se puede deducir que la mayoria de los
profesores (siete de ocho) identifica el significado y la funcionalidad de la pro-
porcionalidad directa, pero no la inversa ni la compuesta, tal vez porque en las
instituciones formadoras de docentes dan poca atencién a este tipo de relaciones
porque no son abordadas con profundidad en las escuelas primarias.

Por otra parte, cuando se les cuestion6 sobre las técnicas empleadas para la
resolucién de las tareas, las respuestas se diversificaron, tres profesores identifi-
caron tres técnicas, dos identificaron 4 técnicas y tres profesores hasta 5 técnicas.
Las técnicas que mencionan con mids frecuencia son la multiplicacién y la divi-
sidn sin asociarlas con la regla de tres, posiblemente porque las tareas planteadas
explicitaban en su mayoria el valor unitario y resultaba innecesario desarrollar
el proceso de multiplicacién-division propio de la regla de tres. A continuacién,
el ejemplo de este tipo de respuestas:

—PF1.- Bueno me acuerdo que al principio usabamos la multiplicacién, por-
que era cuando empezibamos, de que si uno cuesta tanto ;cudnto costard cierta
cantidad?, entonces usibamos multiplicacién, usamos también lo que fue la regla de
tres cuando desconociamos algtn valor, usabamos la divisién por ejemplo, cuando
deciamos que, que si tenfamos cierta cantidad de dinero, cuintos podriamos com-

pletar, ;qué mas usamos?

183



—M: $Sélo esas?

—PF1.- Si el precio de un barril es tanto, ;cudl es el costo de tantos?, bueno
si, fue multiplicacién, aunque por ejemplo yo usé divisiones cuando teniamos que
sacar el precio de una fraccién por ejemplo, también usé decimal, porque decia si
en un entero hay cuatro cuartos pero sélo voy a pagar lo de tres cuartos, entonces
hacia una divisién para saber a cudnto equivalia cada cuarto, bueno la regla de
tres cuando fuimos llegando al concepto de proporcionalidad, porque por ejemplo
deciamos, si con cuatrocientos cincuenta ajustamos tanto, entonces luego nos esta
preguntando que con novecientos cudnto ajustamos, es el doble, entonces sélo lo
multiplico por dos y era ir doblando cantidades. Pues es que segtin lo veo y segtin lo
recuerdo la mayoria de las veces utilizamos los mismos procedimientos, ya al final
llegamos a lo que era el dlgebra, por medio de cierta férmula era que obteniamos

el valor desconocido.

Como se puede apreciar la multiplicacién y la divisién son las principales técni-
cas identificadas en tareas asociadas con la proporcionalidad. El trayecto «vivi-
do» para llegar al modelo algebraico, como lo enuncia PF1, no se modific6 sélo
cambi6 el tipo de niimeros (enteros y fraccionarios) y aunque menciona la regla
de tres de manera tangencial, el valor unitario como operador multiplicativo
también es el que més identifican.

En segundo lugar, los profesores en formacion aludieron a la regla de tres
como una de las técnicas que dio continuidad a las anteriores, sobre todo la
identificaron al encontrar el valor faltante en las tablas de variacién proporcio-
nal, tal como lo especifica PF4:

Empezamos con multiplicaciones para saber cudnto cuestan tantos barriles con el
precio de uno y luego seguimos con divisién, a partir de esta multiplicacién la di-
vidiamos entre tantos barriles o cuando haciamos las mezclas. Utilizamos mucho la
regla de tres para resolver graficas y dar con los costos en las tablas de variaciéon. Y
bueno también usamos eso de razones entre dos cantidades. Los tilltimos problemas
ya fueron mds algebraicos de buscar incégnitas ya un poco mis complejo pues se

trataba de despejar variables (PF4).

A diferencia de PF1, PF4 indica las técnicas que se implementaron a lo largo del
REIl y al hablar de la multiplicacion y la division refiere implicitamente al uso del
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valor unitario como operador multiplicativo, pero ademds expresa la transicién
entre una técnica y otra al ejemplificar su uso en las tareas correspondientes.

Por su parte, PF2 hace una descripcién de las técnicas sin mencionar el uso
de operaciones basicas, él hace un recorrido que inicia con la regla de tres y
termina en las dltimas tareas resueltas con expresiones algebraicas:

Bueno una estrategia fue la regla de tres, otra estrategia eran las tablas de propor-
cionalidad, otra era mis directamente por ejemplo cuando en una tabla no utilicé
regla de tres ni tabla sino que sumé un valor y otro y encontré la diferencia para ver
cuénto habia entre el punto By el C, esta es otra estrategia, otra fue el método de
Gauss y ya el tltimo con la institucionalizacién fue la expresion algebraica como
tal (PF2).

En este caso se observa la ausencia del valor unitario, técnica recurrente en las
primeras tareas, lo que pudiera indicar que no fue considerada como técnica
asociada a la proporcionalidad o bien que al ser resueltas por la multiplicacién y
la divisidn, las primeras tareas no fueron vistas como propias del valor unitario.
Entre los profesores en formacién que mencionaron dos técnicas, uno sefiala
la ecuacién y otro la técnica aritmética y la algoritmica, puede decirse que el
segundo identifica las que son justificadas por el discurso tecnoldgico.

Posteriormente, se preguntd a los profesores en formacién sobre la perti-
nencia de la «Situacién Petroleo» en la escuela primaria, siete de ellos respon-
dieron que era pertinente y sélo uno comenté que no lo era, lo argumenté de
la siguiente manera:

Considero segtin mis experiencias que no, porque a lo mejor los problemas de las
primeras sesiones tal vez si lo resolverfan algunos, pero la verdad ahorita que estoy
ahi, si se plantea un problema es muy dificil que se ponga en prictica simplemente
con mencionarles el problema, sin darles una explicacién o sin analizarlo entre
todos, simplemente con plantear el problema es muy complicado que lo resuelvan
hasta la primer sesion, tal vez una o dos personas podrian resolver los problemas que

realizamos en la primer sesién o segunda, pero ya a partir de ahi no (PF5).

En el argumento anterior se expresa la dificultad de plantear la situaciéon con-
siderando las caracteristicas del grupo escolar con el cual se encontraba traba-

185



jando (sexto grado), lo que supone un deslinde del uso posible de técnicas més
rudimentarias que pudieran ser dominadas por sus alumnos y con las cuales se
podria dar respuesta a las tareas planteadas.

En el caso de quienes afirmaron su pertinencia se encuentra PF6, quien
justific la aplicacién de la situacién con algunas sugerencias:

Yo creo que si, nada més que la dificultad serfa modificar los nimeros, se supone
que en primaria en los grados mis altos ya se manejan los decimales y fracciones,
porque a nosotros nos causé dificultad las operaciones con los decimales pues estd
dificil con los nifios y la otra parte las expresiones algebraicas a lo mejor también,
necesitariamos bajar de nivel, me parece que la tiltima que trabajamos es una expre-
sién demasiado amplia o extensa para trabajarla con un nifio de sexto, no digo que
no sea posible, puede trabajarse, pero si a nosotros nos causé dificultades entender
el significado de x, es que estd complicado tanto valor por ejemplo en la dltima que
era (ax+by)/x+y como que de repente te pierdes en algunos momentos entonces
serfa como esa parte a lo mejor detallarla un poco mis simple, pero si es posible

trabajarla en primaria (PFo).

Como se puede observar, las dificultades y situaciones que podrian replantearse
tienen que ver con el manejo de la notacién decimal y fraccionaria, asi como el
uso de un modelo algebraico, aunque desde su perspectiva no se elimina la posi-
bilidad de emplear otras técnicas para resolver las tareas de la situacion petréleo.
Otro caso similar es el de PF8 quien argumenté la necesidad de simplificar la
situacién en funcién de los grados escolares donde se planteé:

—PF8. Mmm...si, quizd no con las mismas palabras, bueno tal vez si, yo digo
que si hasta en nifios de primaria de primer grado. Bueno, se manejaria un lenguaje
un poco mis acorde a ellos, se les pediria no sé, bueno yo con mis nifios de primer
grado lo uso asi mis como en una situacién cotidiana, ;metiendo asi exactamente
lo mismo del petréleo o cémo el mismo procedimiento?

—M. La situacién del petroleo, asi como estd, ti dirfas la puedo llevar a la es-
cuela primaria y si la puedo aplicar, ;la consideras pertinente?

—PF8. Si, yo digo que si, bueno yo lo utilizo como a modo de cuento, una
situacion didictica, este... las cantidades no creo que en mi grupo puedan utilizar

niimeros tan grandes, serfa buscar otras cantidades. Buscar cantidades mds peque-
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fias que ellos puedan utilizar, nosotros utilizamos la divisién con ellos serfa como

reparto.

En esta respuesta se aprecia que algunos estudiantes toman como referencia la
experiencia que han adquirido como profesores y aunque afirman la viabilidad
de la situacién, consideran la necesidad de hacer ajustes en funcién de los sabe-
res de los nifios. Por su parte PF8 alude al tipo de presentacién de la situacion,
es decir a contextos concretos, manipulables y accesibles a los saberes de los
alumnos a quienes se plantearia.

En cuanto a los conceptos matematicos para ser aprendidos por los nifios,
identifican tres categorias, la primera en la que se ubicaron tres profesores hace
referencia al manejo de las operaciones bésicas, un ejemplo de este tipo de res-
puestas es el siguiente:

Bueno serfa como multiplicacién, divisidn, sumas, restas, también vendria siendo

como encontrar los comunes miltiplos, eso también lo vimos (PF8).

Cabe resaltar que las respuestas dadas por PF8 se distinguen por referirse al
trabajo con los primeros grados, espacio donde desarrolla sus pricticas profe-
sionales y mds que identificar los conceptos de la «Situacién Petréleo», alude a
los conceptos que sus alumnos pueden aprender con la misma. En la segunda
categoria se ubica la mitad de los profesores en formacién quienes identificaron
que al igual que ellos, los nifios de la escuela primaria abordarian el concepto de
proporcionalidad y sus nociones subyacentes.

Proporcionalidad, factor constante, razén, magnitudes cuando es x y y, expresiones
algebraicas, qué otro concepto podria ser... el de gréfica, implicitamente los ejesx y y,

pues creo que son los m4s concretos a lo que tiene que ver con proporcionalidad (PF2).

A diferencia de los casos anteriores, la postura de un profesor en formacion es
un tanto ambigua al sefialar que el concepto a trabajar era una variable:

Una variable, podria ser también que los nifios identifiquen que si se modifica el
costo automdticamente aumenta la cantidad de petréleo entonces que se vea cémo

va aumentando (PF4).
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En lo anterior, se habla de la variacién proporcional directa, aunque el concepto
que se maneja es la nocién de variable, posiblemente esta argumentacién aludia
al trabajo con expresiones algebraicas.

Siguiendo con la implementacion de la situacién en la escuela primaria,
se cuestiond a los profesores en formacion acerca de las posibles técnicas que
pudieran ser utilizadas por los nifios. La mitad de los profesores consideran que
podrian usar menos de tres técnicas, la otra mitad sefiala entre cuatro y siete
técnicas. Dos ejemplos del primer caso es el que se muestra a continuacidn:

Pues es que los nifios son muy impredecibles, de repente si les damos un proble-
ma es decir cémo lo resuelven puede ser que hagan por ejemplo, en el problema
del costo de cuatro barriles puede ser que dibujen los cuatro barriles, le pongan el
precio y lo sumen o sea de repente salen con procedimientos asi, entonces no sé,
pueden ser dibujitos, operaciones (PF5).

Pues por ejemplo auxiliarse de fichas para contar, por ejemplo los nifios pequefios

utilizan fichas, 4bacos, no sé, llenado de tablas (PFS8).

En los ejemplos anteriores se observa una tendencia, el empleo de técnicas in-
formales cuyo uso se atribuye a los nifios pequefios, nuevamente piensan en la
técnica en funcién de los alumnos mds que derivada de la tarea en si. Entre los
profesores que mencionan mas de tres técnicas, se ubican quienes hacen refe-
rencia a las técnicas que derivan de las tareas como tal, es decir técnicas propias
de la proporcionalidad:

Bueno la primera seria la bisica, la multiplicacién y division, luego serfa irnos a un
segundo nivel lo que es la regla de tres o sea una de las formas mis sencillas de ver
lo que es la proporcionalidad, de tanto equivale a tanto, otra cosa para ver también
facil son las equivalencias, por ejemplo tal fraccién me da qué decimal y luego ya
trabajar equivalencias de otra forma, se empieza a trabajar decimales y fracciones
entonces es bueno decir un 1/3 es a 0.33 del entero y ver esa parte de equivalencias
a partir de eso yo creo que es posible ir adentrindote a lo que son las expresiones
algebraicas de un modo mis conciso o sea mis de me va a resultar b+c por ejemplo
b vale tanto, ¢ vale tanto entonces cuinto va resultar, es decir algo sencillo no tan
complicado (PF6).
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En este caso mds que sefialar las técnicas que utilizarian los alumnos de la escuela
primaria, se alude a las técnicas que el profesor en formacién desarroll en el
primer médulo, pero establece ciertos ajustes como ensefiante, esto es, plantea
modificaciones que pueden facilitar su manejo en la escuela primaria.

A diferencia del ejemplo anterior, PF2 hace un recorrido por las tareas que
conforman la «Situacién Petréleo» pero vista desde la perspectiva de lo que ha-
rian los alumnos de la escuela primaria:

Pues primeramente lo resolverian con sus propios medios o métodos, posterior-
mente si se socializara, se sacaria una manera mis convencional o mas sencilla de
resolver el problema y ahi comenzarian a entender que a lo mejor hay un método
mds ripido o mis entendible para ellos en vez de las incognitas con las que se cuen-
ta. Ya después pienso que si utilizarian la regla de tres porque es algo muy ripido o
que es algo que se le estd ensefiando a los nifios un poco mis atris, desde quinto y
sexto, yo creo que esa regla de tres la utilizarfan en la tabla, después de la tabla ten-
drian que encontrar la relacién que hay entre el costo y el nimero de barriles bueno
en dado caso que esa fuera la pregunta y conjuntamente tendria que ver cémo se le

harfa para esos niimeros suplirlos con expresiones algebraicas (PF2).

En la postura de profesor analista se explicitan las posibles técnicas que emplea-
rian los alumnos de la escuela primaria, esta caracterizacién de técnicas estd de-
terminada por la experiencia obtenida durante sus pricticas profesionales. Algo
que resulta interesante en este cuestionamiento es que en su rol de profesores se
inclinan hacia la recuperacién de técnicas informales que pueden ser generali-
zables en sus alumnos y no consideran aquellas que corresponden a la propor-
cionalidad como praxeologia.

También se les cuestiond sobre el objetivo que tendria trabajar esas técnicas
en la escuela primaria mediante una situacién como la del petréleo, en este caso
se pretendia conocer si los profesores en formacién habian identificado que la
situacidn petréleo generaba la evolucién de técnicas rutinarias hacia técnicas
mds especializadas. Se encontraron tres categorias de respuestas: como mecanis-
mo de ejercitamiento (pero con significado), como descubrimiento de nuevas
técnicas y como evolucién de las mismas. En la primera categoria se ubicé sélo
un profesor en formacién quien argument? lo siguiente:
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PF4. Podria ser que ejerciten operaciones y que se vayan encaminando mis a lo
algebraico, que entienden el porqué, yo en la primaria por ejemplo no sabia que
significaba x y y, de dénde salié esa incognita, con esta situacion si se observa para
que sirve una cosa y otra las multiplicaciones que vimos al principio y las divisiones

que las utilizamos para una regla de tres.

En el fragmento anterior se aprecia la idea de que el objetivo de trabajar esas
técnicas es que los alumnos de la escuela primaria ejerciten las operaciones bési-
cas, lo que significarfa un planteamiento de tareas para la aplicacién de técnicas,
no obstante PF4 también ofrece una justificacion basada en la idea de significa-
do, sobre todo en lo que al modelo algebraico se refiere. En la segunda categoria
se ubican tres profesores en formacién quienes afirmaron que el propdsito de
trabajar esa situacion era que los alumnos descubrieran diversas formas de solu-
cionar un problema, en este sentido se mueve el siguiente ejemplo:

Pues que ellos descubran nuevas formas para resolver ciertos problemas, que vean que

no hay sélo un procedimiento y pues ya ir acercindolos a este tipo de temas (PF1).

Afirmaciones como la anterior muestran que los profesores en formacién tienen
la idea de que a través de este tipo de tareas los alumnos podran identificar que
un problema se resuelve a través de diversas técnicas y que una vez discutidas y
validadas es posible el trabajo con un concepto matemitico. Estas ideas derivan
de los discursos tedricos que fundamentan las praxeologias didécticas en las ins-
tituciones formadoras de docentes.

Por su parte, cuatro profesores identifican que el propésito de trabajar di-
chas técnicas alude a la praxeologia matemitica, es decir que los alumnos puedan
evolucionar hacia técnicas mas elaboradas, como lo afirma PF7 a continuacién:

Muy probablemente mi objetivo serfa que los alumnos no se quedarin en la idea
de que todo se resuelve con simples operaciones basicas y que al final de la suma,
la resta, la multiplicacién y la divisién hay una combinacién de todas de ellas para
llegar a algo més avanzado podria decir a una ecuacion, tal vez no les mencionaria
yo una ecuacién como tal sino trataria de que llegaran a ese punto para tratar de
disefiar una ecuacién u otras férmulas en las que se puedan basar para resolver un

problema de este tipo (PF7).
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La mitad de los profesores en formacién logra identificar que la intencién de
proponer ciertas tareas a partir de una situacién generatriz, conlleva a la bus-
queda de una técnica general para cierto tipo de tareas, con lo cual se torna mas
econdémico y eficiente su empleo.

El dltimo cuestionamiento de la tarea T2.1 buscaba la recapitulacién y va-
lidacién de los argumentos expresados por los profesores en formacién, por lo
cual se pregunté sobre el objetivo de estudiar esta situacién como estudiantes de
una escuela normal; en este caso las respuestas se diversificaron, cinco profesores
dieron respuestas diferentes:

*  Entender un concepto progresivamente (PF1).

*  Encontrar diversas estrategias de resolucién (PF3).
*  Ver el proceso de resolucién de un problema (PF4).
*  Identificar problemas de proporcionalidad (PF6).

*  Encontrar sentido al Algebra (PF7).

Aunque las respuestas aluden a diversos propésitos el objetivo primordial era
que los profesores en formacién evolucionaran de las técnicas del modelo arit-
mético hacia técnicas mas generalizables como las del modelo algebraico. Los
otros tres profesores en formacién la vieron como una oportunidad O un «ejem-
plo» sobre cémo ensefiar, tal es el caso de PF2, quien argument§ lo siguiente:

Ver cémo se puede llevar a los alumnos de la mano desde lo més general hasta lo
que ya es un pensamiento més formal partiendo desde lo que ellos saben y para sa-
ber cémo son las etapas de las situaciones diddcticas, primero pues la parte de accién

luego la socializacién y luego ya institucionalizamos los conceptos (PF2).

A partir del anilisis del REI vivido se observa que los profesores en formacién
se asumen como ensefiantes, si bien en ciertos casos se manifiestan algunas difi-
cultades, como cuando identifican los tipos de relacién proporcional, en su ma-
yoria identifican aspectos matematicos, esto es, conceptos y técnicas vinculadas
con la proporcionalidad, asi como su manejo en la escuela primaria.

Con los datos de este primer encuentro y del anilisis praxeolégico mate-
mitico, se observan indicios de una praxeologia didéctica establecidos a partir
de la revisién del REI para el estudio de la proporcionalidad. Es evidente que los
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profesores en formacién identifican ciertas tareas que remiten a una instituciéon
como la educacién primaria y que dicha institucién privilegia el estudio y uso
de una(s) técnica(s) determinadas. A decir de los profesores en formacién, esas
restricciones institucionales son las que limitan o favorecen la persistencia de
una técnica y el planteamiento de ciertas tareas, es evidente que la regla de tres y
el valor unitario como operador multiplicativo son dos técnicas que los alumnos
de la escuela primaria pueden emplear para dar respuesta a tareas referidas a la
proporcionalidad, ademds que desde su perspectiva, el trabajo con modelos alge-
braicos en la educacidn primaria no es factible dado que la limitacién institucio-
nal promueve su justificacidn tecnolégico-tedrica hasta la educacién secundaria.

Por las razones anteriores, es comprensible que los profesores en formacién
argumenten que los tipos de tarea se vuelven factibles cuando los alumnos dis-
pongan de algiin tipo de técnica y ciertos discursos tecnoldgicos que le permi-
tan comprender la tarea. En ese sentido las técnicas que pudieran derivar de la
implementacién de un REI como la «Situacién Petréleo» estin en funcién de
una actividad en particular. Con este primer anilisis se deduce la funcién que
toma el estudio de la proporcionalidad en diferentes instituciones (la Escuela
Primaria y la Escuela Normal) y en diversas actividades institucionales (apren-
der proporcionalidad y aprender a ensefiar la proporcionalidad).

5.2. Las REfIEXIONES SOBRE LA PROPORCIONALIDAD EN LA ESCUELA PRIMARIA
Desde una perspectiva praxeoldgica se ha considerado que una de las primeras
tareas que tiene un profesor en formacion es determinar, a partir de los plan-
teamientos institucionales, el tipo de organizaciones matemidticas que deberd
«ensefiar», asi como los tipos de tareas que puede plantear y el nivel de manejo
técnico, tecnoldgico y tedrico con el que puede reconstruir una praxeologia.
La dimensién institucional determina la actividad matemitico-didactica de
los profesores en formacion al establecer las condiciones y restricciones con las
que se debe abordar la proporcionalidad en tanto objeto de saber y de ense-
fianza, por tal motivo, en el segundo momento del M, del REI-FP se les pidi6
realizar un anilisis did4ctico (praxeolégico) de las organizaciones matemiticas
que segtin los programas de estudio de la escuela primaria pueden ser ensefia-
das, es decir los profesores en formacién revisaron y reflexionaron sobre tareas
y técnicas en el texto del saber y se les cuestiond sobre los conceptos, técnicas
y dificultades que pudieran presentarse en los alumnos de educacién primaria
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al enfrentarse a tareas vinculadas a la proporcionalidad. De manera particular
el andlisis se focaliz6 en quinto y sexto grados de educacién primaria, para tal
efecto se plante6 una pregunta generatriz:

Q.2.2. ;Qué discurso tecnoldgico-tedrico (6, ©) expresan los profesores en forma-
cién durante el desarrollo de una tarea (T) relativa al andlisis conceptual, estructural

y técnico (1) de la proporcionalidad y su ensefianza en la escuela primaria?

Para dar respuesta a la cuestién anterior la tarea T2.2 planted la revisién y and-
lisis de dos lecciones de los libros de texto. La primera leccién denominada
«Botones y camisas» de quinto grado es la primera que aborda el trabajo con
la proporcionalidad, mientras que la leccién «jEntra en razénb de sexto grado
constituye la tltima leccién sobre este concepto. En ambos casos se plantea-
ron las mismas preguntas: ;qué concepto matemdtico se aborda? ;Qué tipos
de proporcionalidad se incluyen en la leccion?, ;cudl es la tarea principal de
la leccién?, ;se sugiere implicita o explicitamente el uso de alguna técnica por
parte de los alumnos? ;qué dificultades pueden enfrentar los alumnos al resolver
las tareas planteadas en la leccién? y ;qué deben saber los alumnos para resolver
esta lecciéon?

52.1. Las reﬂexioncs sobre conceptos, tareas y técnicas

La ensefianza de la proporcionalidad en la escuela primaria inicia de manera for-
mal en quinto grado con el planteamiento de problemas en los que se presentan
dos magnitudes que varfan de modo proporcional, situacién que es modelo de
una relacién de proporcionalidad segtin la organizacién clisica. Generalmente
en un problema de proporcionalidad con cuatro cantidades (a, b, ¢, x), las dos
primeras corresponden a una misma magnitud y las dos dltimas se vinculan
a una magnitud diferente, una de éstas resulta desconocida, tales magnitudes
guardan una relacién directa o inversa dependiendo del planteamiento de la
situacién.

La tarea principal en la leccién «Botones y camisas» plantea resolver pro-
blemas con tablas de variacién proporcional directa, especificamente se trata de
encontrar el valor faltante una vez completados los datos, la leccién pide dar res-
puesta a dos cuestionamientos, encontrar el valor de una magnitud desconocida
y explicar la técnica empleada para encontrar dicho valor.
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. Botones y camisas

o
Corsrgrec
Reunete con un compafero para resolver los siguientes
problemas.

1. Luisa trabaja en una fabrica de camisas. Para cada camisa de
adulto se necesitan 15 botones. Aylddenle a encontrar las can-

tidades que faltan en la siguiente tabla. Después, contesten
las preguntas.

Camisas de adulto

Cantidad de camisas 1 6 14 75 160

Cantidad de botones 15

a) éCuantos botones se necesitan para 25 camisas?

b) éCémo lo supieron?

Imagen 66. Botones y camisas. Quinto Grado (SEP, 2013a. p. 45).

El uso de la tabla pretende ayudar a la representacién y sistematizacién de los re-
sultados, dado que los niimeros expresados en la cantidad de camisas no guardan
unarelacién observable entre si que permita desarrollar una técnica diferente (du-
plicar cantidades, uso de multiplos, entre otras) al valor unitario como multipli-
cador. Al ser la primera leccién formal sobre proporcionalidad, se aprecia la sim-
plificacién de la tarea, es decir se da el valor unitario (cantidad de botones de una
camisa) y la multiplicacién se convierte en la técnica ms viable para la resolucién.

Si bien los alumnos de quinto grado pueden usar diversas técnicas (suma
iterada, sumas parciales o incluso agrupamientos), la intencion de la leccién es
establecer el uso del valor unitario como operador multiplicativo en tanto ante-
cedente de la regla de tres, situacién visible con el planteamiento de la segunda
tarea, que nuevamente se apoya en una tabla de variacién proporcional como
la siguiente:
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2. Luisa utilizoe 96 botones en ocho camisas para nifo. Ayudenle
a encontrar las cantidades que faltan en la siguiente tabla.
Después, contesten la pregunta.

Camisas de nifio

Cantidad de camisas 1 a8 10 200

Cantidad de botones 96 1440

éQué puede hacer Luisa para saber cuantos botones se necesitan
para 140 camisas de nifio?

Imagen 67. Segunda tarea formal de Botones y camisas (SEP, 2013a, p.46).

En la imagen anterior puede observarse un tipo de tareas, como hay muchas
en el libro, que pueden resolverse con la regla de tres o el valor unitario, técni-
cas de la organizacién clasica de la proporcionalidad. Como se puede apreciar
también, la tabla puede servir de apoyo para la formalizacién de la regla de tres,
aunque los alumnos pueden usar la divisién para encontrar el valor unitario y
usarlo como operador multiplicativo (en 1440 botones), en este caso al tratarse
de magnitudes que son multiplos (ntimero de camisas 1, 10 y 200), es posible
que los alumnos puedan simplificar la solucién a través de las operaciones bi-
sicas. Luego de identificar el valor unitario, con el dltimo cuestionamiento se
busca la explicacién de la técnica empleada, es a partir de dicha pregunta que
la leccién sirve como predmbulo para la formalizacién de la regla de tres como
técnica ehciente y econémica.

Una vez que los profesores en formacién revisaron esta leccién, se les apli-
¢ una entrevista semiestructurada para observar si identificaban los conceptos,
tareas y técnicas expresadas en ella, se inici6 preguntando sobre el tipo de pro-
porcionalidad o concepto implicado en la leccién, seis de los ocho profesores en
formacién lo identificaron de la siguiente manera:

Es proporcionalidad directa porque siempre el nimero depende de... en las camisas

todos los botones van a ir aumentando segtin aumenta la cantidad de camisas (PF2).

La mayoria de los profesores en formacién reconocen las tareas en las que dos
tipos de magnitudes aumentan una en funcién de la otra, aunque serfa necesario
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precisar que dicho aumento deberd darse con la misma proporcién en ambas
magnitudes, hecho que no es del todo claro en el argumento de PF2. Por su
parte PF3 menciona que se trabaja tanto la proporcionalidad directa como la
inversa:

—PF3. Pues por ejemplo, serfan las dos, la directa y la inversa, en la primer
tabla nos dan la cantidad de camisas y la cantidad de botones, aqui por ejemplo
es proporcionalidad directa porque nos menciona que de una camisa se necesitan
quince botones, la proporcionalidad directa seria igual, encontrar los resultados a
partir de estos dos datos y acd ya nos complican un poquito mds al nifio, le cambian
los datos, entonces tienen que encontrar otro dato y modificar sus procesos cogni-
tivos para encontrar ese resultado.

—M. Entonces sen la segunda tabla el tipo de proporcionalidad es diferente?

—PF3. Seria inversa. Por ese mismo cambio, que estd, aqui al principio les
daba el nimero de camisas y les pedia el nimero de botones, pero ahora le pide el
ntimero de botones, la cantidad de camisas que se necesitan, entonces como es otro
proceso inverso, tienen que encontrar el resultado a partir del resultado que ellos
antes tenfan, antes tenfan X para encontrar Y, ahora tienen Y para encontrar X.

—M. ;Qué diferencia encuentras entre la proporcionalidad directa y la pro-
porcionalidad inversa?

—PF3. Que depende de la consigna que se esté dando a los nifios, de los pro-
cedimientos iniciales y luego después de los procedimientos secundarios que se

estan dando.

Como se puede observar, PF3 no tiene una comprensién clara de los tipos de
proporcionalidad, dado que considera que la relacion entre el valor faltante y los
valores conocidos es lo que determina su significado y que la diferencia entre
una y otra radica en el planteamiento de la tarea y no en la relacién de propor-
cién que se da entre dos magnitudes (aumento-aumento, aumento-disminu-
cién). Por otro lado, como se observa en el siguiente fragmento, hay quienes no
logran identificar el tipo de proporcionalidad implicado en la tarea.

—PF8. Bueno yo le entendi asi, que a partir de un dato podemos ir como en
escalerita encontrando las siguientes ssi, no? Es que no sé cémo explicar, yo digo

que este es directo (se refiere a la primera tabla).
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—M. ;Consideras que en toda la leccién se trabaja sélo la proporcionalidad
directa?

—PF8. No, también la compuesta, porque, bueno creo que aqui es compuesta,
porque tenemos aqui, o ;no serd compuesta? Ahi es que no me acuerdo como es
la definicién de cada una, pero esta es diferente porque aqui ya buscas la cantidad
de arriba.

—M. Pero ;eso la convierte en compuesta?

—PFS8. No, porque en la compuesta, tenemos dos cantidades y se busca una
tercera, pero por ejemplo en el problema del Olmeca teniamos dos precios y ya
buscdbamos una tercera cosa que era diferente.

—M. ;Y aqui?

—PFS8. Entonces es directa e jinversa?

—M. Mmm... ;qué diferencia hay entre una y otra?

—PF8. Ay maestra no me acuerdo.

En la primera parte de su respuesta afirma «que a partir de un dato podemos ir
como en escalerita encontrando los siguientes», con ello parece indicar ciertas no-
ciones de la proporcionalidad directa, aunque no sefiala un aumento proporcional
de las magnitudes, también se aprecia que implicitamente identifica una tarea del
tipo valor faltante pero no logra explicitarla. En la segunda tarea de la leccion es
evidente su desconcierto sobre el significado de la proporcionalidad inversa y
compuesta, aunque al tratarse de una proporcionalidad directa se puede deducir
que no tiene claridad para identificar el tipo de tareas en las que se hace presente.

No obstante esta situacion, en este primer encuentro con el texto del saber,
se aprecia que la mayoria de los profesores en formacién identifican un elemen-
to que caracteriza a la proporcionalidad, la relacién entre magnitudes, aunque
también se aprecia la necesidad de reafirmar que dicha relacién debera ser pro-
porcional, esta situacién habla de un primer dominio de aquello que debera ser
formalizado y considerado para las tareas de los alumnos de quinto grado.

En este dominio conceptual resulta relevante que el profesor identifique la
tarea que se plantea en el libro de texto, dado que a partir de ella puede inferir las
tareas que podria plantear para complementar la leccién, por ello enseguida se
les se cuestiond sobre las tareas principales a las que el alumno de quinto grado
deberi enfrentarse al resolver esta leccién. Los ocho profesores identifican la
tarea, aunque dan respuestas parcialmente diferentes, tres afirman que se trata
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de buscar un valor faltante, otros tres sefialan que la tarea es llenar tablas y dos
mds hacen referencia a la resolucién de un problema. En la primera categoria de
respuestas, como se muestra en el siguiente fragmento, los profesores en forma-
cién refirieron la basqueda del valor faltante.

Bueno lo que les pide aqui es encontrar los valores faltantes, te da los valores princi-
pales, en el primero te dice Luis para una camisa ocupa 15 botones entonces cuin-
tos va necesitar para 6 para 14 y asi, entonces ellos tienen que encontrar el ndmero
de botones que se ocupa para cada uno de los casos podria ser eso, y en la segunda
parte cambia un poco no te da lo que es un valor unitario es decir no te dice una
camisa tiene tantos botones, sino que te dice son ocho camisas y ocup6 96 botones,
entonces encuentra primero cuanto ocupa una camisa pero luego de eso ya en diez
camisas te pide que saques cuantas camisas hizo con 1440 botones o sea se cambia
el valor que se pide en el primero eran todos botones y ahora no ahora se pide el

niimero de camisas a partir del nimero de botones (PF6).

Como se puede apreciar, PF6 identifica el tipo de tareas planteadas en la leccién,
seflala que aunque ambas tareas corresponden al valor faltante hay variables di-
dacticas que las distinguen y que se verdn reflejadas en el momento de la resolu-
cién. Por su parte, quienes refirieron que la tarea era el llenado de tablas dieron
respuestas como la que se muestra enseguida.

Bueno primero el trabajo colaborativo que es entre compafieros, luego es el lle-
nado de tablas y se busca una cantidad total de una parte de las variables que sin
antes resolver la tabla no pueden contestar porque no saben qué hay entre dichos

ntmeros (PF2).

Como se puede observar, aunque las tareas implican completar dos tablas, el
tipo de tarea que subyace es encontrar valores faltantes, situacién que parece
afirmar PF2 cuando menciona que «se busca una cantidad total de una parte
de las variables», no obstante esta consideracion, el resto de su respuesta resul-
ta poco clara al referir que «no saben que hay entre dichos nimeros», por tal
motivo se deduce que en este caso identificar el propésito de las tareas es dificil
para el profesor en formacién. Quienes argumentaron que la tarea consistia en
resolver problemas dan respuestas como la de PF5:
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Pues son dos problemas un poquito diferentes, en el primero ya estd dado por
un valor tinico o sea por una camisa jcudntos botones? serian quince, entonces
lo tnico que tienen que hacer es multiplicar los quince por seis camisas, quince
por catorce ese es un tipo de problema y el otro es poquito ficil sélo que al inicio
deben de hacer otra cosa para saber por el valor tinico, nos da que son 96 botones
por ocho camisas, entonces lo que tendriamos que hacer es dividir 96 entre 8 para
saber cudntos botones son en una camisa y a partir de ahi ya se obtienen los demas
valores simplemente multiplicindolo como el problema anterior para saber cudntos
van a ser (PF5).

Con los fragmentos anteriores se han podido observar las dificultades de los
profesores en formacién para identificar las tareas con base en el tipo de rela-
cién de las magnitudes, por esta razén una segunda parte de la entrevista bus-
caba explorar sus inferencias respecto a las técnicas que los nifios podrian usar
para resolverlas. Se esperaba que identificaran técnicas como el valor faltante,
el método de reduccién a la unidad y la regla de tres, aunque no se descartaba
que mencionaran un método aditivo. Por ello se les cuestioné si identificaban la
técnica que deberfan formalizar con los alumnos de quinto grado y la mayoria
(cinco) sefialé que era la regla de tres, hecho contrastante si se recuerda que la
leccién planteaba un trayecto desde el valor unitario como operador multipli-
cativo hasta la regla de tres, un ejemplo de este tipo de respuesta se muestra a
continuacién.

—PF7. El valor unitario. Porque aqui estd de hecho. Mmm... Yo creo que
también la regla de tres porque al tener el valor unitario ya nada mas lo multiplicas.

—M. ;Cuil es la relacién entre el valor unitario y la regla de tres?

—PF7. El valor unitario pues es el de la unidad, la regla de tres hay que dividir
el total entre el nimero de productos y multiplicarlo por el nimero que se quiere,
pero como el niimero de productos que estd aqui es el valor unitario pues se ahorra

ese ejercicio aunque en realidad se va a la regla de tres.

Se puede apreciar que PF7 identifica el recorrido que se plantea en la leccién,

p p q q p

primero aparece el valor unitario y posteriormente se replantea para dar paso a

la regla de tres, que podra ser formalizada a partir de esa tarea o bien de otras
g que p p

que el profesor en formacién puede elegir.
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Dos profesores en formacién aludieron a elementos vinculados con la pro-
porcionalidad mas que a la técnica, uno de ellos sefialé que la técnica serfa la
proporcionalidad directa en tanto que aumenta una cantidad y aumenta la otra,
el otro profesor argumenté que la técnica era la estrategia que ayudaria a resol-
ver el problema, pero no la sefial6 explicitamente.

Por su parte, PF8 indicé que la multiplicacién era la técnica principal para
resolver las tareas y cuando se le cuestiona sobre la técnica presente en el libro
de texto describe el proceso que seguiria con los alumnos para su utilizacion.

Multiplicar, si ya nos estin dando una cantidad de botones decirles a los nifios, bue-
no con una camisa ustedes utilizan quince botones ahora para seis, o sea se tendria
que multiplicar, ;qué harfamos? Siempre hay nifios que dicen multiplicacién y ;qué
vamos a multiplicar? ;Qué ntimeros vamos a multiplicar? Pues no sé tal vez si nadie
contesta decirles que por cada camisa son quince botones, por dos camisas ;cudntos
serfan? No sé, como aqui se brinca luego del uno hasta el seis quizé llevarnosla asi
de unay dos cudntos y tres cuintas y asi como que ellos mismos vayan fijindose que
se necesita la multiplicacion, quizd al principio podriamos usar las sumas, quince

mas quince, dos veces, dos camisas (PF8).

Como se puede apreciar, PF8 describe todo el proceso y aunque plantea las
posibles acciones de los alumnos no identifica la regla de tres como técnica for-
mal. Si bien esta situacidn solo se dio en este caso, en términos generales puede
afirmarse que la mayoria de los profesores en formacién identifican la técnica
implicita en la tarea.

Ahora bien, considerando que la proporcionalidad en la educacién primaria
implica una gran diversidad de saberes aritméticos (razén, proporcién, frac-
ciones, niimeros decimales, porcentajes, entre otros), también se les cuestion
sobre los saberes que necesitan los alumnos de quinto grado para resolver la
leccién. Los ocho profesores en formacién afirmaron que era necesaria la multi-
plicacién y la divisién porque dichas operaciones permitirian solucionar la tarea
atin sin el conocimiento formal de las técnicas que subyacen al valor faltante. A
continuacién, un ejemplo de las respuestas a esta cuestion.

Este... ;de antecedentes basicos? pues lo que es la multiplicacién y la division creo

que van a ser las operaciones prioritarias para poder desarrollar lo que es una regla

200



de tres y realmente lo que ya sabemos los ntimeros, las tablas y todos esos conceptos

que van implicitos en las operaciones (PF6).

En todos los casos, los profesores en formacién argumentaron que el manejo
de las operaciones basicas, principalmente la multiplicacién y la divisién cons-
tituyen los saberes bésicos con los que el alumno de quinto grado puede dar
respuesta a la leccidn, siete de los profesores también expresaron que la multipli-
cacién y la division eran el antecedente para la comprensién de la regla de tres.

Por tltimo, se les cuestiond sobre las principales dificultades que podrian
tener los alumnos de quinto grado para resolver las tareas planteadas. Algunos
sefialaron la falta de conocimientos previos (1), que no sepan las tablas de mul-
tiplicar y la divisién (1), la no comprensién seméntica (3) y sintictica (3) en la
resolucién. Entre las respuestas que sefialan la no comprensién seméntica del
problema se encuentra la siguiente.

Bueno yo pienso que el problema les muestra cantidades muy separadas por ejem-
plo empieza 1, 6, 14 y luego ya los pasé hasta el 75, los nifios a lo mejor lo van a
querer sumar, no van a comprender lo que les dice el problema, pero cuando ven

que son cantidades més elevadas tienen que usar otros procedimientos (PF4).

Por su parte, quienes hablaron de la comprension sintéctica, se refieren al domi-
nio de la regla de tres, asi lo expresa PF1 a continuacién:

Silo que queremos trabajar es una regla de tres a lo mejor una dificultad podria ser
el acomodo de los nimeros, que digan por cudl se multiplica, por cudl se divide,

que el procedimiento no lo realicen de la manera correcta (PF1).

En este tltimo fragmento se puede observar que los profesores en formacién
consideran que la dificultad se haria presente una vez institucionalizada la regla
de tres mds que con las tareas planteadas, cabe sefialar que al ser la primera lec-
cién que aborda la proporcionalidad, el dominio de la regla de tres es posterior
a la resolucién de las tareas de esta leccion.

En términos generales se puede decir que la mayoria de los profesores en
formacién identifican los conceptos, las tareas y las técnicas que conforman esta
leccién, en su papel de profesores «analistas» hacen un andlisis pertinente que
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ha derivado de la reflexién sobre el REI que «vivieron» como «aprendices de
matemdticas» para tener su primera aproximacion al estudio de la ensefianza de
la proporcionalidad.

5.2.2. Las reflexiones sobre las técnicas y sus dificultades

Las determinaciones que toma una institucién sobre el estudio de la proporcio-
nalidad expresan ciertas sujeciones de lo que el profesor en formacién puede
abordar en su clase, las praxeologias matematicas instituidas en la escuela prima-
ria implican ciertas transposiciones que regulan el uso y la transmisién de deter-
minadas organizaciones matemiticas, esto se hace més evidente en el discurso
tecnoldgico generado desde la organizacion clsica y el modelo aritmético.

En el libro de texto de sexto grado se incluye la leccién «jEntra en razénl
(SEP, 2013b) que es la tiltima que aborda aspectos relacionados con la propor-
cionalidad y contiene dos tareas, ambas giran en torno a la razén fraccionaria
entre dos cantidades de igual o diferente magnitud. De modo que, al ser parte
de uno de los significados de las fracciones, la razén representa un par ordenado
de niimeros enteros asociados a la relacién parte-todo.

Un rasgo que llama la atencién en esta tarea (ver imagen siguiente) es que
el planteamiento de la primera cuestién (inciso a) tiene un error que impide re-
solver la tarea. La consigna plantea ;En cudl de los dos poblados hay un nimero
mayor de hablantes de una lengua distinta del espafiol? No puede contestarse
porque se ignora cudntas personas habitan cada poblado, la leccién no propor-
ciona ese dicho dato, en tal caso la pregunta pudiera haber sido: Proporcio-
nalmente, jen cudl de los dos poblados hay un niimero mayor de hablantes de
una lengua distinta del espafiol? Es importante para este anlisis visualizar si los
estudiantes identifican el error descrito en la leccion del libro de texto y de ello
derivan alguna técnica particular.

En la segunda cuestién (inciso b) bsicamente se pide una comparacién de
razones fraccionarias, esto es, determinar gcuél fraccién es mayor, % 0 5/7? Las
técnicas posibles para resolverla son: la busqueda de fracciones equivalentes con
denominador comun, la bisqueda del minimo comdn denominador para en-
contrar fracciones equivalentes y, los «productos cruzados» para determinar cuél
de las dos fracciones equivalentes tendria el numerador mayor (SEP, 2013b).
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2y

Resuelvan en parejas los siguientes problemas.
1. En dos localidades hay habitantes que hablan una len-

gua distinta al espafiol: en El Cerrito, son 3 de cada 4,
mientras que en El Paseo son 5 de cada 7.

a) ¢En cudl de los dos poblados hay un nimero mayor de
hablantes de una lengua distinta del espafiol?

b) éDe cudnto es la diferencia entre las dos localidades?

Imagen 68. Ultima leccién de proporcionalidad en la escuela primaria (SEP, 2013b, p.151).

Otra técnica podria ser el uso de dos tablas en las que los alumnos fueran com-
parando el nimero de hablantes con una lengua distinta al espafiol hasta llegar
al niimero 28. Si bien el uso de porcentaje en tanto nocién inscrita en la relacién
parte-todo de las fracciones, pudiera ser una técnica plausible para la resolucién
de esta tarea, la equivalencia en porcentaje de cada razén tendria dificultades
dado que mientras para % es 75% (0.75), para 5/7 serfa un nimero demasiado
extenso (0.7142857142857143) lo que dificultarfa su operatoria.

En la siguiente imagen puede observarse la segunda tarea, igual que la an-
terior tiene dos cuestiones que también giran en torno de la comparacién de
razones: a) reconocer la razén mayor y b) calcular la diferencia entre razones.
La tnica diferencia con la tarea anterior es que en ésta se cambia el orden de los
datos, en vez de decir «3 de cada 4, se dice «de los 40 aprobaron 32».
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2. En una escuela primaria del poblado El Cerrito, de los
30 alumnos del grupo 62 A, 18 aprobaron el examen de
matematicas, mientras que de los 40 alumnos de 62 B
aprobaron 32.

a) De acuerdo con esos resultados. équé grupo tuvo me-
jor aprovechamiento en matematicas?

b) éDe cuanto es la diferencia en el aprovechamiento de
los grupos?

Imagen 69. Ultima tarea formal de proporcionalidad (SEP, 2013b, p.151).

En este caso la técnica més simple es reducir las fracciones a su minima expre-
sién para que la comparacion se realice entre 3/5 y 4/5, con lo cual se contes-
tarian ficilmente ambas preguntas, la relativa a cudl es la razén més grande y la
segunda que pide la diferencia entre razones.

En lo que sigue se presentan las respuestas que los profesores en formacion
dieron ante el cuestionamiento scudles conceptos matemdticos asociados a la pro-
porcionalidad se abordaban en la leccidn jEntra en razdén!? Tres de los ocho pro-
fesores en formacién identificaron la comparacioén de razones como concepto
central de la leccidn, lo expresan de la siguiente manera:

Pues es la razén, porque nos presenta la comparacién de dos cantidades, bueno de
datos, entonces nos dice hay tres de cada cuatro y cinco de cada siete ahi estd una
razén cudntos de éstos pertenecen a un grupo y asi (PF4).

Son razones porque simplemente en la frase son tres de cada cuatro ya es una frac-

cién como razén (PF7).

Otro profesor en formacion fue més especifico, hace referencia a las fracciones.
Aqui puedo observar las fracciones, para que ellos encuentren los resultados, mas
bien la fraccién como razén. Porque... aqui los nifios tienen que razonar cuél es la

cantidad que mds significa para encontrar y después se tiene que hacer una compa-

racion entre cada una para poder encontrar un resultado (PF3).
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Como se puede apreciar, identifican el concepto central de la leccién, algunos
comentan que incluso el nombre de la leccién aludia al contenido de la misma
y que las tareas planteadas remitian directamente a una comparacién de dos
magnitudes en las que se hace presente la relacién parte-todo. Por su parte, dos
profesores en formacién argumentan que el concepto a trabajar es el porcentaje
tal como lo explicita PF6 en su respuesta:

Pues el porcentaje porque por ejemplo te estd pidiendo tres de cuatro o cinco de
siete entonces ellos deben tener claro que el 4 y 7 van a hacer como un total, en-
tonces tienen que representarlo algo asi como si cuatro es igual a un entero que al
porcentaje serfa al 100 y si cuatro es al 100% es un total que estoy metiendo como
limite para poder sacar entonces cudnto serfa tres es decir cuinto me corresponde
partir del cuatro (PF6).

En el fragmento anterior se aprecia la asociacién que hacen entre el significado
parte-todo de la fraccién y el porcentaje, dado que el 100% constituye el todo
del que se retoma una parte. Por otro lado, dos profesores en formacién no ha-
cen referencia a un concepto matematico como tal sino a la tarea que se plantea,
sefialan que se trata de igualar cantidades, aunque uno de ellos hace referencia
al factor comun. «se tiene que buscar el factor comtin, igualar las cantidades
porque si no se van a confundir» (PF2). Posiblemente en lugar del factor comiin
quiere hacer referencia al comtn denominador o al minimo comun muiltiplo.

Frente a esta primera pregunta se observa que los profesores en formacién
no detectan el error de la primera cuestién de la leccidn, aunque respecto al tipo
de tareas planteadas en la leccidn, la mayoria (5) refirieron directamente a la
comparacion de fracciones:

—PF6. Bueno creo que es a partir de la proporcién o niimeros desconocidos
se adentra en lo que son los problemas o sea los mete a una situacién problema que
te pide comparar o encontrar niimeros faltantes para poder compararlo con otro
y llegar a un resultado. Por ejemplo aqui se comparan dos magnitudes que serfan
fracciones, por ejemplo de este total tengo tantas y de este total tengo tantas pero
son ndmeros desconocidos, o sea por ejemplo 7 y 4 en este caso, son totales pero
son distintos, entonces tengo que saber cuil de los dos es mayor, tengo cuatro pero

s6lo me dan tres y tengo siete pero s6lo me dan cinco entonces debo decirlo direc-

205



tamente en cudl de los dos tengo mis, no es posible, necesito sacar un nimero que
me diga aqui hay mas hablantes que acd. Entonces es como ese problema, no tanto
como en quinto que nada mds era encontrar un valor desconocido a partir de tales

ndmeros que te arrojan.

Al parecer esta idea deriva del manejo que el programa escolar hace de la razén,
dado que la considera como elemento de las fracciones y no se hace la distincién
de la razén como nocién y como significado de las fracciones, este hecho se ob-
serva cuando el valor de larazén 3 de cada 4 0 5 de cada 7 no puede entenderse en
términos numéricos, lo que indica que el trabajo con este tipo de razones resulta
de gran relevancia para comparar fracciones como % y 5/7. Al parecer PF6 de-
tecta la necesidad de conocer el nimero total de personas que habitan un pobla-
do para realizar la comparacién cuando sefiala que «no es posible, necesito sacar
un niimero que me diga aqui hay mds hablantes que acd», no obstante que iden-
tifica el error en el libro de texto, el estudiante no profundiza en esta situacion.

Otra respuesta similar a la anterior es la de PF7 quien argumenta que se
trata de encontrar la diferencia entre dos cantidades, aunque no las considera
como razones o fracciones, sino que trata de identificar la diferencia entre dos
magnitudes. Por su parte dos profesores en formacién argumentaron que la ta-
rea se centraba en la resolucién de problemas, uno de ellos afiadi6 que se trataba
de sacar el porcentaje o la razén en cada problema para saber cudl es mayor o
menor en porcentaje.

Por otro lado, cuando se les cuestiond sobre la técnica con la que se resolve-
ria, la mayoria (cuatro) sefialé la comparacién de fracciones y el minimo co-
mun multiplo, mismas que se encuentran directamente relacionadas entre si, tal
como lo hizo PF7 en el siguiente fragmento:

—PF7. Serfa como comparar fracciones porque nos estd preguntando cuél de
ambos tiene mayor nimero de hablantes, pero al decir tres de cuatro pues ya es una
fraccién, tres sobre cuatro y si nos dice cuil es mis tres de cuatro o cinco de siete,
entonces ah{ nos estd preguntando cuél de las dos comparaciones es mas amplia y la

tienen que comparar para saber cuil de las dos es mas amplia.

Por su parte PF3, involucra al minimo comun multiplo como técnica que per-
mite la comparacién de fracciones.
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—PF3.Yo creo que la divisién, primero las fracciones y ya después la division.

—M. ;La divisién de fracciones?

—PF3. Mmm, no, primero es obtener las fracciones y ya ver... més bien com-
parar esas fracciones entre ellas para saber cudl es el dato que se va a comparar.

—M. ;Cbémo se comparan?

—PF3. Este, utilizando el minimo comtin maltiplo, miximo comun divisor,
algo asi, para saber cuél es la que estd mas acercada, por ejemplo aqui les preguntaba
el mayor niimero, entonces van a saber a partir de esas fracciones al ponerlas iguales,

o sea en su dividendo y divisor, saber cuél es el que estd mayor para poder resolverlo.

Aungque no sefialan explicitamente el manejo de fracciones, dos de estos cuatro
profesores dicen que la técnica aludia al uso del minimo comtin maltiplo para
igualar el nimero de hablantes y hacer la comparacién entre las razones de los
hablantes. En este caso, tres profesores refieren la necesidad de comparar, pero a
través del calculo de porcentajes.

—PF1. Pues yo pienso que es el porcentaje o hacer comparaciones.

—M. Cudl serfa esa técnica para comparar, imagina que tienes un grupo de
sexto grado y que ellos tienen que comparar, o bueno en algtin momento ti tendris
que institucionalizar alguna técnica para resolver esto ;cudl serfa?

—PF1. Pues es que como no nos maneja el nimero total de habitantes nada
mds nos dice que de tantos son tantos, podriamos sacar por ejemplo el porcentaje,
de cuatro que porcentaje son tres, y luego de siete que porcentaje son cinco enton-

ces ya ahi veriamos cudl es mayor y cuil es menor.

Como se puede apreciar, PF1 advierte la presencia del «error» en la primera tarea,
es decir, que no se incluye el dato de cudntas personas habitan en un poblado y
otroy si bien PF1 no lo sefiala como error propio del texto del saber, si expresa la
necesidad de conocer este dato para determinar la comparacién de magnitudes.

Por otro lado, aunque el uso de porcentaje es una técnica eficiente para
algunos casos de comparacién de magnitudes, cuando se trata de comparar ra-
zones fraccionarias esta técnica no es econémica dado que las fracciones con-
vertidas a porcentaje son sélo aproximaciones de las magnitudes a comparar, lo
que derivarfa en un margen de error que volveria a la técnica poco ehciente. En
este sentido, PF5 retoma esta idea de comparacién, pero desde la idea de razon.
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Pues es que no sé, a lo mejor sacar la razén por ejemplo de cada una de las dos
situaciones para resolver la pregunta, es que la pregunta no te dice saca el por-
centaje de este o la razén de este o la fraccién que por ejemplo seria tres cuartos,
o sea no dice saque esto y luego ya te preguntamos, no o sea la pregunta te va
haciendo que realices tus procedimientos para poder resolverlo entonces no te
dice (PF5).

Sefiala que debe hacerse una comparacién de razones, sin embargo se deslinda
del uso del porcentaje o de la fraccién para dicha comparacion, no obstante PF5
deja abierto el uso de la técnica ante la falta de precision de aquello que debe
formalizar. Como se puede observar, la mayoria de los profesores en formacién
identifican la necesidad de establecer una comparacién y expresan una diversi-
dad de técnicas plausibles, algunas mds eficientes y econdmicas que otras, pero
en su totalidad asociadas con la tarea de la leccién.

Otro aspecto sobre el cual se les cuestiond se refirié a las posibles dificulta-
des para resolver las tareas del libro de texto. Tres profesores en formacién argu-
mentaron que ante la comparacién de magnitudes era probable que los alumnos
dijeran que 5/7 era mayor que 3/5 al tratarse de cantidades «mis grandes» y el
resto (cinco) consideran que la dificultad mayor podria ser la escasa compren-
sién del problema, tal como lo sefiala PF3 en el siguiente fragmento:

Desde el principio es un reto cognitivo para los alumnos encontrar esa relacién que
existe entre cada una de las cantidades, porque primero lo tienen que saber expresar
matemdticamente en las estrategias, los procedimientos de cémo lo voy a escribir,
cémo lo voy a expresar para que mi compaiiero o el maestro lo entienda, para saber
también yo lo que estoy haciendo, cé6mo expresarlo y cé6mo lo estoy entendiendo

primero para que el otro lo entienda (PF3).

En su respuesta, PF3 infiere ciertas dificultades de comprensién como la repre-
sentacién del problema en términos matemadticos, la técnica adecuada para su
resolucién y la certeza de su comprensién, esto mismo plantea PF1:

Encontrar la técnica para resolverlos, porque hasta para mi es un tanto dificil de
comprender, entonces a lo mejor ellos igual, puede ocurrir que no comprendan

bien el problema y luego que no encuentren la técnica para resolverlo y digamos
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que si se va a resolver por ejemplo con porcentajes entonces a lo mejor puede haber

nifios que no sepan cémo (PF1).

Otro profesor en formacién sefiala que operar con fracciones serfa lo comple-
jo para que los alumnos pudieran resolver la tarea, lo expresa de la siguiente
manera:

—PF7. A mi el titulo me dice que es «entrar en razén» y la razén pues son frac-
ciones, fracciones como razén, pero el alumno no sabe a veces que hay fracciones
como razdn, entonces se supone que el docente si lo sabe, por el titulo se da cuenta
que hay que utilizar fracciones, pero a mi me sucedié que mis alumnos me evita-
ban las fracciones, mejor convertian a decimales o los porcentajes los convertian a
decimales y se les hace miés ficil operar con ellos aunque se les complique la vida y
ya no obtengan el mismo resultado.

—M.;Crees que la dificultad es que no sepan comparar las fracciones?

—PF7. Probablemente, aunque creo que terminarian comparando decimales.

En este caso PF7 identifica la técnica posible para resolver la tarea, sin embargo
supone que ademds de las dificultades para identificar la técnica adecuada, es
posible que el alumno no la sepa utilizar y opte por otra forma de representar el
proceso de resolucién. En el mismo sentido otro profesor en formacién argu-
menta que la dificultad radicaria en el cdlculo del porcentaje, considerado como
la técnica con la cual se resolveria la tarea planteada:

Los alumnos tienen que sacar a cuinto equivale el porcentaje de cada uno de ellos
porque es diferente cantidad de alumnos y diferente cantidad que aprobaron entonces
tiene que encontrar la proporcionalidad porque no puede ser directo y en el prime-
ro es como el ejemplo que habiamos visto de los barriles que por cada tanto se rega-

laba otro tanto entonces se tienen que equilibrar para poder sacar la cantidad (PF2).

Como se puede apreciar, los profesores en formacién identifican posibles difi-
cultades para que los alumnos resuelvan la tarea, aunque en este caso, la omi-
sién del nimero de habitantes en ambos poblados en la tarea no es considerada
como parte de las posibles dificultades. En concordancia con las tareas, técnicas
y dificultades para la resolucién, cuando se les cuestioné sobre los saberes que
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los alumnos deberian tener para resolver las tareas, todos los profesores en for-
macién sefialaron la técnica que posiblemente utilizarfan para la resolucién,
tres sefialan que los alumnos necesitaban saber porcentajes, aunque también lo
asociaron con otro tipo de saberes como el caso de PF2.

—PF2. Tienen que saber multiplicar y dividir.

—M. Si un alumno sabe multiplicar y dividir ;Con eso puede resolver la
leccién?

—PF2. No, debe ser competente en el manejo de la informacion y debe de
saber sacar porcentajes mediante reglas de tres o si multiplican igual para el manejo
de los porcentajes, el punto decimal, trabajar con variables, darles el significado o
darle un valor a cada uno de x y y.

—M. ;Si no sabe manejo de variables x y y no la puede resolver?

—PF2. Si, lo puede resolver con una regla de tres y pues con el manejo de la

informacién.

Por su parte, tres profesores en formacién afirman que para resolverlo era ne-
cesario dominar las operaciones bésicas, aunque en dos de estos casos también
se habl6 de la necesidad de manejar el calculo con el minimo comin muiltiplo.

—PF3. Ahi si se implican més habilidades, ese que decia del miximo comtin
divisor y mdltiplo, lo de la divisién, la multiplicacién porque aqui también ya tie-
nen que encontrar relaciones entre los niimeros vy las fracciones.

—M. ;Qué de las fracciones?

—PF3. Este, saber como expresar las cantidades que te dan en fraccién. De la
razén, por ejemplo aqui tres de cada cuatro entonces serfan tres cuartos, entonces
cinco de cada siete entonces cinco séptimos, ahi ya se pueden expresar y resolver

el problema.

Respecto del manejo del minimo comtin maltiplo, dos profesores en formacién
argumentaron que era necesario saber «el manejo de las fracciones»:

—PF7. Nociones de fraccién. Primero lo que es una fraccién, o sea de base
porque ellos tienen que saber que tres es una fraccién de cuatro. Luego saber las

magnitudes de las fracciones, por ejemplo, las fracciones de séptimos son mis pe-
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quefias que las de cuartos y ahi también la multiplicacién y la divisién para poder
hacer la comparacién en caso de que la quieran hacer cruzada o no sé, depende de
los métodos.

—M. ;Entonces sabiendo lo que es una fraccién ya lo pueden resolver?

¢ q yalop

—PF7. No tan simple.

—M. ;Qué mds necesitarian?

—PF7. Mis cosas de la fracciéon. Operar con fracciones, la comparacién, equi-

valencia de fracciones.

Para finalizar la entrevista, se les preguntd si una vez revisadas las lecciones que
se encuentran en los programas de estudio consideraban que el trabajo con la
proporcionalidad en la escuela primaria resultaba suficiente para transitar hacia
la modelizacién algebraica que aparecia en la educacién secundaria. Sélo un
profesor en formacién argumenté que si era suficiente:

Yo creo que si porque, bueno de hecho no sé si estuve bien en lo de las lecciones
0 no, pero yo observé en la prictica muchas lecciones que tienen que ver con eso
y la verdad, y lo comprobé mas en los programas que vimos aqui tiene muchisimo
que ver la proporcionalidad con los problemas de la vida diaria, se relaciona mucho.
Si un problema se plantea de este modo tiene mucho que ver, nada més buscar la
estrategia pero tiene mucho que ver para resolverlos si este problema estd asi, en-
tonces a mi me parece adecuado que se trabaje mucho este tipo de lecciones para

que los alumnos puedan resolver problemas de su vida diaria (PF5).

Dos profesores en formacién argumentaron que, més que lo planteado en los
programas de la escuela primaria, lo que permitia la transicion era el manejo que
diera el docente al no basarse exclusivamente al trabajo con el libro de texto,
sino al manejo de tareas adicionales en el aula.

Por su parte, cinco de los ocho profesores en formacién argumentaron que
no era suficiente, algunos argumentaban la necesidad de ampliar el nimero de
tareas y de lecciones en los libros de texto o bien establecer la formalizacién de
los conceptos. Este tipo de respuesta se muestra enseguida:

Yo creo que no, bueno a lo mejor estd muy superficial pero yo pienso que hace

falta que lleguen a la férmula porque aqui en la resolucion de problemas todavia lo
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deja muy abierto resuélvelo como quieras vy si llegas al resultado va estar bien. Yo
no digo que esté mal pero si hay una forma mas convencional de hacerlo deberfan
de irse por las que son mids ripidas y efectivas, es una de las competencias de las
matemdticas que sepan resolver y usar incognitas de la forma mis eficiente y répida
pero que lo resuelvan de una forma no quiere decir que estd mal, estd bien de hecho
se deberfa de comenzar con ello para llegar a lo que es la férmula pero atn en sexto

grado sigue diciendo que lo hagan como ellos puedan (PF2).

Las respuestas en las que se sefiala que es suficiente el estudio de la proporcio-
nalidad en la escuela primaria para transitar de manera eficiente a la escuela
secundaria o del modelo aritmético al modelo algebraico, hacen suponer que
los profesores en formacién validan las cuestiones planteadas desde la instituciéon
(escuela primaria) en los programas de estudio.

El analisis tanto del REI como de las lecciones del libro que hacen los pro-
fesores en formacién sobre la proporcionalidad, muestra un (re)conocimiento
del tipo de tareas, del predominio de ciertas técnicas y también, de manera im-
plicita, del caricter tecnoldégico y tedrico que promueven las instituciones para
la integracién de praxeologias matemiticas a ensefiar. Aunque las principales
dificultades que mostraron los profesores en formacién estaban asociadas con la
identificacién de ciertas nociones vinculadas a la proporcionalidad tanto como
objeto de estudio como de ensefianza y en algunos casos les resultaba compleja
la distincién entre tarea y técnica, esta situacion permite deducir la necesidad de
revisar los tipos de problemas y las técnicas que desde un modelo aritmético se
hacen presentes en el contexto que analizaron, pero también del conocimiento
y las acciones que se requieren para que éstas evolucionan de manera natural
hacia un modelo algebraico.

5.3. UNA REfIEXION SOBRE EL ANALISIS DE LOS «ANALISTAS»

En términos generales el médulo dos dirigié la mirada a la descripcién y com-
prensién del modelo epistemoldgico inscrito en el proceso de estudio que vivie-
ron los profesores en formacién durante el primer médulo. Los cuestionamien-
tos planteados se enfocaron especialmente sobre las tareas matematicas que se
plantearon vy las técnicas que utilizaron para resolverlas durante el REI que «vi-
vieron», aunque también se les preguntd sobre las tareas y técnicas «a ensefiar»
incluidas en el entorno institucional. Este anilisis contribuy6 para que en un
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momento posterior disefiaran o seleccionaran una praxeologia para desarrollar
la ensefianza de la proporcionalidad en la escuela primaria, lo que constituye un
tercer médulo del Recorrido de Estudio e Investigacién para la Formacién de
Profesores (REI-FP).

Respecto del modelo epistemoldgico, se pudo ver que en su mayoria los
profesores en formacion identifican las relaciones de proporcionalidad y otras
nociones asociadas como la proporcién y la razén. En cuanto al tipo de relacién,
reconocen mejor la proporcionalidad directa, las relaciones inversa y compuesta
les generan mayores confusiones que parecen derivar de una formacién en la
que se abandona el estudio de este tipo de relaciones, esto es, no forman parte
de las tareas que se proponen en las instituciones formadoras.

En las tareas vinculadas con el médulo uno, destaca el reconocimiento que
hacen de contextos (tablas de variacién proporcional, graficas, situaciones pro-
blematicas, etc.) y de técnicas (regla de tres, la multiplicacion y la divisién en
tanto elementos predominantes del valor unitario como operador), lo que nos
permite suponer que el Modelo Epistemolégico de Referencia (MER), en tanto
modelo de relaciones entre tareas y técnicas, cumplié con el propésito que se
le asigna en esta experiencia, el cual consistié en ordenar el disefio del REI-FP
y al mismo tiempo servir como herramienta para el anilisis de la evolucién de
la técnica.

Ahora, en tanto profesores «analistas», con la tarea T2.1 se hizo evidente
que comprenden las ventajas de emplear ciertas técnicas en tareas determinadas,
en algunos casos enuncian los alcances y limitaciones de las técnicas aritméticas
para ciertas situaciones, pero también mencionan la relevancia que éstas tienen
en el proceso de construccién de técnicas algebraicas, de ahi que se identifi-
que la relacién que guarda la proporcionalidad con situaciones de modelizacion
funcional. Con las respuestas dadas se podria decir que algunos profesores en
formacién evidencian su conocimiento sobre los elementos del MER propios
de la organizacién clisica de la proporcionalidad para interpretar la actividad
matemadtica analizada.

En cuanto al andlisis de las tareas del REI, en su mayoria los profesores en
formacién consideran que las tareas que resolvieron resultan pertinentes, aun-
que mencionan posibles modificaciones que tienen que ver con la modelizacion
funcional o algebraica. También consideran que el REI «vivido» puede plan-
tearse en la escuela primaria porque permite la articulacién de diversas cuestio-
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nes a partir de una cuestién generatriz, lo que genera el trabajo articulado de
varias nociones asociadas a la proporcionalidad.

Respecto a la relacion del REI con la escuela primaria, identifican las no-
ciones y los discursos tecnolégicos presentes en esta institucion, la mayoria
considera que sélo la proporcionalidad directa y las técnicas aritméticas deben
estudiarse en este nivel, aunque cabe sefialar que asocian estas técnicas mds a la
experiencia vivida con el REI que con el andlisis del curriculo oficial. En lo que
a lo didactico concierne, resulta relevante que la mayoria de los profesores en
formacion identifican el propésito primordial del REI, el trabajo con la activi-
dad matematica para lograr la evolucion de la técnica, es decir, consideran que
el objetivo del REI es provocar que las primeras técnicas (aritméticas) evolucio-
nen hasta convertirse en situaciones generalizables que parten de una cuestién
presente a lo largo de todo el proceso de estudio.

En cuanto a las nociones que se proponen estudiar en 5° y 6° grados de
la escuela primaria, algunos reconocen en el programa escolar la presencia de
relaciones de proporcionalidad. En general identifican los componentes rela-
tivos a la organizacién clésica: la relacién entre razén (como el cociente entre
cantidades) y la proporcién (como igualdad entre dos razones); la tipologia de
relaciones de proporcionalidad y; las tareas alusivas al valor faltante y la com-
paracién de razones. También hacen referencia a nociones que no se incluyen
explicitamente en los libros de texto como el uso del porcentaje, la ven como
técnica que permite resolver las tareas planteadas en el texto.

En cuanto a las técnicas implicitas en las propuestas curriculares, la mayorfa
de ellos identifica la regla de tres y el calculo del valor unitario cuando analizan
las lecciones de los libros de texto, aunque también identifican que no aparece
un discurso matemdtico que las justifique.

Por otra parte, los profesores en formacién consideran que los alumnos de
quinto y sexto grado tendran dificultades para resolver las tareas planteadas en el
libro, atribuyen tales dificultades a las restricciones institucionales, es decir, a la
ausencia de la explicitacién y justificacién de la técnica propuesta. En este mis-
mo sentido, algunos manifiestan que es poco tiempo el asignado para el estudio
de la proporcionalidad en el curriculo oficial de la escuela primaria dado que,
mencionan, es necesario «fjar» los antecedentes a través de las técnicas aritmé-
ticas para la futura comprensién de las técnicas algebraicas.

Finalmente, podemos decir que el andlisis previo al disefio o reconstruccién
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de un REI para la escuela primaria, da cuenta que, en su mayoria, los profeso-
res en formacién reconocen los elementos de un MER, esto es, de un modelo
aritmético para la proporcionalidad en tanto objeto matematico y de ensefianza,
objeto que es propuesto con las restricciones propias de una institucién educa-
tiva determinada.
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VI. DISENAR UN REI
LAS PRAXEOLOGIAS DEL «PROFESOR INGENIERO”»

Para estructurar el proceso de estudio de una praxeologia matemitica se re-
quiere organizar las dreas, los temas, las tareas y las cuestiones que aparecen
en el texto del saber de la institucién donde habrd de estudiarse. Este trabajo de
organizacidn es parte de la praxeologia didictica, es decir del trabajo que hace
el director del proceso de estudio (el profesor) para transponer, reconstruir o
ensefiar esa praxeologia matemdtica en una institucién particular.

Para comenzar a reconstruir la praxeologia didéctica el profesor en forma-
cién se ubica en la dimensién matemitica para seleccionar un tipo de problemas
en el que se establecen ciertas tareas que generen una o varias técnicas y un
discurso tecnoldgico con el cual se justiiquen y validen. Una de las acciones en
ese proceso es la seleccién de tareas que permitan generar una técnica determi-
nada, pero tal eleccién estd condicionada por los lineamientos y restricciones
institucionales y también por un Marco Epistemolégico de Referencia (MER)
que subyace en el campo en el que se mueve y en la institucién donde desarrolla
su actividad.

Asi, a través de una praxeologia didictica, el profesor en formacién modela
un recorrido de estudio, una secuencia de ensefianza de la praxeologia matema-
tica en la que se puntualizan los tipos de tareas; las técnicas a utilizar; el discurso
tecnoldgico-tedrico que justificard las técnicas y; los momentos diddcticos que
gestionard en ese recorrido. Para lograr modelar ese recorrido durante su for-
macién requirié conocer la manera en la que el «saber a ensefiar> se textualiza,
es decir, la manera como el 4rea, el sector, las tareas y las cuestiones se colocan
en el programa de estudios de la asignatura, en otros términos, debe conocer el
Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER) porque es en él donde se expre-
san las técnicas que competen a determinado saber matematico.

En este sentido, recuérdese que el presente trabajo tiene que ver con la
experimentacién de un dispositivo de formacién que parte de un Recorrido
de Estudio e Investigacién (REI) y que mediante ciertas adaptaciones fue pre-
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parado como un Recorrido de Estudio e Investigacién para la Formacién de
Profesores (REI-FP).

Como se menciond, uno de los médulos del REI-FP consiste en colocar al
profesor en formacién en el rol de «profesor ingeniero o disefiador», de eso trata
el presente capitulo, de analizar los disefios de clase que realizaron dos profeso-
res en formacion (PF5 y PF7) que eran los que desarrollaban sus practicas profe-
sionales con un sexto grado de educacién primaria. Es por esta razén que en este
punto nuestra mirada se centra en las praxeologias didécticas, en las tareas plan-
teadas, las técnicas previstas y los momentos didacticos planeados, elementos que
se expresan en el disefio del Recorrido de Estudio e Investigacion (REI) que los
profesores en formacién disefian para ser experimentado en la escuela primaria.

6.1. LA NECESIDAD DE UN MODELO DIDACTICO DE REFERENCIA

Como parte del proceso de disefio del recorrido de estudio, los profesores en
formacion realizaron el anilisis «<econémico» de la proporcionalidad en la es-
cuela primaria, es decir asumieron el rol de profesores «ingenieros» para revisar
los programas de estudio y las lecciones sobre la proporcionalidad incluidas en
los libros de texto de quinto y sexto grados de educacién primaria'. El propésito
de este anilisis era identificar la secuencia en la que estdn estructuradas las dife-
rentes nociones ligadas a la proporcionalidad, y para que observaran el tipo de
tareas planteadas y las técnicas a utilizar en cada una de las tareas, dado que esta
revision les serviria de base para el ulterior disefio del REI que experimentarfan
con sus alumnos de la escuela primaria.

Una vez realizado el anilisis elaboraron un plan de clase para que, hipoté-
ticamente, fuera trabajado en un grupo de sexto grado de educacién primaria,
cabe sefialarse que la elaboracién de ese primer plan se basé solamente en el
conocimiento de la praxeologia matemadtica, por esta razén puede considerase
como un plan de clase demasiado «empirico» dado que para desplegar acciones
did4cticas eficientes se requiere del logos didactico, del saber, en el caso que nos
ocupa, el profesor en formacién requiere de la praxis y el logo didacticos porque
es €l quien requiere resolver uno de los problemas docentes, el de seleccionar,
disefiar y organizar tareas propias de un proceso de estudio que deberi dirigir
con sus eventuales alumnos.

1. Es en estos grados de la escuela primaria en los que se incluye el estudio de la proporcionalidad.
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En otros términos, la primera planeacién era demasiado «empirica» porque
los profesores en formacién no reconocian la manera en la que las relaciones
entre el profesor, el alumno y el saber han de ser modelizadas, esto es, carecian
de un Modelo Didictico de Referencia (MDR). Si el Modelo Epistemolégico
de Referencia (MER) nos permite identificar las relaciones entre las diferentes
tareas, técnicas, tecnologias y teorfas del objeto matemitico, el MDR hace lo
mismo pero en relacién a lo didactico.

Debido a esa ausencia se determind estructurar un proceso de estudio breve
sobre el Modelo Didictico de Referencia legitimado por la instituciéon forma-
dora de docentes, la escuela normal. El MDR en cuestién fue la Teoria de las
Situaciones Didécticas y una vez que los profesores en formacién analizaron un
texto referido a esta teoria diddctica, se les pidié que hicieran un segundo plan
de clase en el que se incluyeran tareas sobre la proporcionalidad para alumnos
de sexto grado, la consigna era que dichas tareas tendrian que estar relacionadas
con aquellas que ellos resolvieron en el primer médulo de este REI-FP y que
ademis se orientaran con su modelo didactico.?

Al igual que en el médulo uno, en este caso también se parti6 de una cues-
tién generatriz ligada al trabajo del disefio y la gestién de un REI en la escuela
primaria, que queda expresada de la siguiente manera.

—Q3: ;Cémo organizan y disefian los profesores en formacién el estudio de la

proporcionalidad a través de una Organizacién Did4ctica (OD)?

La cuestién anterior estd formulada en términos de la ensefianza de la propor-
cionalidad articulada con el REI «vivido» y con el entorno donde los profesores
en formacion se desempefian, lo que subraya la necesidad de considerar la «eco-
logia» institucional, el marco epistemoldgico de referencia, el marco didactico
de referencia, las tareas matemdticas planteadas, el tipo de técnicas que utili-
zaron en la ensefianza y el discurso tecnoldgico-tedrico que se desplegé en la
justificacién de las técnicas utilizadas en el REL

2. Si bien los ocho profesores en formacién realizaron estas tareas, sélo se analizé la evidencia de dos,
porque llegado el momento serfan los nicos que experimentarian ese disefio en las aulas de la escuela
primaria.
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6.2. UN REI HIPOTETICO PARA LA ESCUELA PRIMARIA
Para dar respuesta a la cuestiéon generatriz Q3, como ya se ha mencionado se
pidi6 a los profesores en formacidén que a partir del REI que «vivieron» en el
primer médulo, disefiaran un recorrido de estudio de la proporcionalidad para
nifios de sexto de primaria.

De manera entonces que el andlisis que da cuerpo a este capitulo se refiere
a elementos que consideraron en el REI disefiado como: la intencionalidad de
la secuencia, el orden de las tareas, las técnicas estudiadas y los discursos jus-
tificatorios de las técnicas, los momentos de estudio propuestos o los tipos de
situacién. Como se menciond, el anilisis se refiere al trabajo de dos profesores
en formacién PF5 y PF7. De aqui se deriva la siguiente cuestion:

—Q3.1: ;Qué organizaciones praxeoldgicas y momentos de estudio establecen los
profesores en formacion para gestionar el estudio de la proporcionalidad a través de

una Organizacién Did4ctica (OD)?

De inicio, cabe mencionar que los dos recorridos planeados fueron muy simi-
lares al REI «El Petroleo» que ellos «vivieron», en la siguiente tabla se puede ver
la situacioén generatriz que cada uno de ellos planted.

Situacion Generatriz PF5 Situacion Generatriz PF7

REI «Las gaseosas» REI «Cajas de calcetines»
En nuestro pais se consumen grandes can- En una fébrica textil se producen dos tipos
tidades de refresco, principalmente refres- diferentes de calcetines para exportar, que va-
co de cola (negro); entre los més consumi-  rfan su calidad segiin el algodén que utilizan

dos encontramos la Coca y la Pepsi. Dichas en su elaboracién. Los calcetines «Cotton»

marcas tienen algunas variaciones en sus cuestan $625 la caja, precio a mayoristas y los
precios; sin embargo, en la actualidad, la calcetines «El Mexicano» cuestan $885 la caja,
botella de Coca tiene un precio de $25, precio a mayoristas. Cada caja de ambos tipos
mientras que la botella de Pepsi de $20.  contiene la misma cantidad de calcetines.

Tabla 16. Situaciones eje de los disefios de REI. (Elaboracién Propia)

Como se puede apreciar, aunque ambos modificaron la situacién generatriz
PF5 disefia una situacioén basada en el consumo de bebidas gaseosas mientras
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que PF7 disefia una situacién relativa a la venta de cajas de calcetines. También
se puede apreciar que ambos buscan que la situacidn sea cercana a un contexto
real 0 a la cotidianeidad de los alumnos. También es evidente que de tales si-
tuaciones se pueden derivar maltiples tareas que requieran del uso de diferentes
técnicas para su solucién.

En el caso de PF5, la situacién generatriz (gaseosas) dio lugar a un recorrido
en el que incluyen cuatro tareas cuya solucién implica la utilizacién de técnicas
como el valor unitario, el modelo tabular, la comparacién de razones y el uso de
la proporcionalidad con tres magnitudes (con un rango numérico de dos cifras).

Por su parte, a partir de su situacién generatriz PF7 plantea un recorrido
en el que se incluyen cinco tareas relacionadas con el valor faltante, el modelo
tabular, la comparacién de razones y una aproximacién al modelo algebraico,
pero con rango numérico de tres cifras.

6.2.1. Primera tarea. Valor faltante

La primera tarea representa el momento del primer encuentro del sujeto con
la praxeologia a estudiar, este es el primero de los momentos didécticos que
se requiere gestionar (Chevallard, 1999). Para gestionar este momento los dos
profesores en formacién han decidido escribir una situacién problema en una
hoja de papel y dérselas a los nifios para que la lean, una vez leida los profesores
les hardn preguntas sobre las caracteristicas de la situacién y la manipulacién de
magnitudes, veamos la tarea de cada uno.

a) Primera tarea de PF5
En el REI que disefié PF5 se plantean acciones como las siguientes.

(Entregar hoja de trabajo de la primera sesién y pegar hoja en cuaderno). En la
primera sesion se maneja la siguiente situacién problema, la cual se leerd y analizard

de forma grupal:

En nuestro pais se consumen grandes cantidades de refresco, principalmente re-
fresco de cola (negro); entre los mas consumidos encontramos la Coca y la Pepsi.
Dichas marcas tienen algunas variaciones en sus precios; sin embargo, en la actua-
lidad, la botella de Coca tiene un precio de $25, mientras que la botella de Pepsi
de $20.
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Resolver las siguientes preguntas de forma individual (de la forma en que ellos lo

puedan realizar):

*  sCudl es el costo de 4 botellas de Pepsi?

* ;Cuiénto se debe pagar por % de botella de Pepsi?

*  ;Cuinto debe de pagar por 0.750 partes de una botella de Pepsi?

*  Sise quisiera comprar $25 de Pepsi, ;qué cantidad de botellas le darfan?
* Y sise compraran $15 de Pepsi, ;qué cantidad de botellas tendria?

* Y sisolo se compraran $12.50, ;qué cantidad de botellas se darfan?

Como se puede observar, en un primer momento PF5 plantea tareas en las que
incluye distintas magnitudes (enteros, fracciones y decimales) pero todas aso-
ciadas al valor faltante. Puede verse que establece diversos rangos de precio para
identificar el valor faltante asociado al nimero de botellas que podrén adquirirse
con ciertos precios, en este caso la técnica que se busca generar es el valor uni-
tario como operador.

Lo destacable es que hasta este momento las tareas enunciadas guardan total
relacion con el REI «vivido», sélo se modifica el rango numérico para adecuarlo
a los alumnos de sexto grado. Luego de resolver las cuestiones PF5 planea ges-
tionar un momento en el que los nifios discutan la eficacia de sus técnicas.

Otras situaciones derivadas de esta primera tarea se observan cuando PF5
planea solicitar a los alumnos que peguen una hoja en su cuaderno y de manera
individual resuelvan los siguientes problemas:

*  Pablo desea hacer una fiesta, pero al comprar todo lo que ocupaba para realizarla
le sobraron $4600 para comprar el refresco, ;Cuintas botellas de Coca Cola
puede comprar con esa cantidad?

*  Antes de comprar los refrescos, su mam4 le hablé y le pidi6 que sélo comprara

123 botellas de Coca, ;cudnto pagéd?

Como se puede apreciar, estas dos cuestiones son situaciones de valor faltante en
las que se emplea la técnica de valor unitario como operador (costo de una bo-
tella de refresco). Para resolver la primera, la cantidad de dinero se divide entre
el valor unitario de la botella, en la segunda el valor unitario se multiplica por el
ntimero de botellas que se pretende comprar.
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Una vez culminada la resolucién de las tareas, nuevamente PF5 planea ges-
tionar un momento de organizacién del entorno tecnolégico-teérico de la téc-
nica, es decir, que los nifios justifiquen y validen sus técnicas y seleccionen la
que les haya parecido mis adecuada, para ello organizari a los alumnos en trios
para que comenten sus procedimientos y seleccionen el mis adecuado, luego
pasard al frente a algunos estudiantes para que expliquen sus procedimientos.
Una vez que encuentren la técnica adecuada para resolver la tarea, deberdn ex-
plicar la razén por la cual funciona, con ello se pretende que utilicen un discurso
tecnoldgico-tedrico’.

Finalmente, planea el momento de la institucionalizacién, aunque no se-
fiala las cuestiones, elementos tedricos o técnicas que institucionalizard, sélo
enuncia que dicho momento se apoyard con la informacién recabada de los
procedimientos mencionados por los alumnos.

b) Primera tarea de PF7

Para el primer encuentro de los alumnos con la praxeologia ligada a la propor-
cionalidad, PF7 planea algunas cuestiones relacionadas con la comparacién de
costos como la siguiente:

En una fibrica textil se producen dos tipos diferentes de calcetines para exportar,
que varian su calidad segtin el algodén que utilizan en su elaboracién. La caja de
calcetines «Cotton» cuesta $625 a precio de mayoristas y la caja de calcetines «El
Mexicano» cuesta $885 a precio de mayoristas. La caja de ambas clases de calcetines
contiene la misma cantidad de pares. Tomando en cuenta los precios de las dos

clases de calcetines:

+ ;Cuiél es el costo de 3 cajas de calcetines «Cotton?
+ ;Cuiél es el costo de 3 cajas de calcetines «El Mexicano»?

+  ;Cudl es més barato? ;Cual es més caro?

Con esta tarea, que implica la comparacién de tipos de calcetines, PF7 busca que
los alumnos usen la técnica del valor unitario como operador con magnitudes
enteras. A diferencia de PF5, no incluye el trabajo con magnitudes fraccionarias
3. El cuarto momento didéctico que estd asociado al trabajo de la técnica no se incluye en el recorrido

que plane6 PF5. La importancia de ese momento radica en que a través de la prictica la técnica la vuelve
mis eficaz.
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y decimales abordadas en el REI «vivido», otro rasgo destacable es que las dos
tltimas cuestiones sobre comparacion del costo parecerian irrelevantes en tanto
que la respuesta puede deducirse a partir del valor unitario de la caja.

También a diferencia de PF5, en esta primera tarea PF7 no incluye el mo-
mento de la constitucién del entorno tecnoldgico tedrico ni la institucionali-
zacion, es decir, no incluye actividades en las que los nifios puedan justificar y
validar sus técnicas, tampoco planifica un momento en el que él llevaria el saber
convencional al aula.

6.2.2. Segunda tarea. Valor faltante en tablas de variacidn

Algo que es similar a los dos profesores de formacién es que en la segunda tarea
que planean ambos recurren a las tablas de variacidén proporcional, sin duda, la
eleccién tiene su razén de ser en la secuencia del recorrido que «vivieron» como
«aprendices de matemiticas».

a) Segunda tarea de PF5

En su planeacién PF5 incluye una segunda tarea que nuevamente se relaciona
con situaciones de valor faltante, en el momento del primer encuentro pedirfa
a los alumnos que lean los problemas y completen las siguientes tablas de va-
riacion:

Miguel trabaja en una tienda, pero el duefio le pidi6 que llevara un registro de las
botellas de Coca Cola vendidas, por lo que realizé las siguientes tablas para facilitar

su trabajo, ayidale a completarlas:

No. de botellas 1 2 6 15 23 45 91

Precio

No. de botellas

Precio 25 75 125 200 250 325 500

La economia en México estd pasando por un mal momento y la poblacién ya no
alcanza a comprar botellas completas, pero aun asi siguen comprando; por lo que
Miguel se vio en la necesidad de vender Coca Cola en vasos para seguir obteniendo

ganancias, ayddale a completar la siguiente tabla:
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No. de botellas 0.1 0.25 0.5 0.75 0.8 1.5 2.25

Precio

Como se puede ver, en la primera y tercera tablas, donde se busca el valor fal-
tante, también se requiere la utilizacién del valor unitario como operador y la
multiplicacién resulta ser la técnica mas eficiente. La tnica diferencia entre estas
tablas radica en el uso de magnitudes enteras (primera) y decimales (tercera). En
la segunda tabla la division serfa la técnica més eficiente dado que al conocer el
valor unitario y colocar los datos sélo en una de las filas (precio), se deja de lado
la posibilidad de utilizar la regla de tres.

En esta segunda tarea PF5 también planifica un momento de constitucion
del entorno tecnolégico-tedrico relativo a la técnica, dado que planea reunir a
los estudiantes para que compartan sus procedimientos y elijan el més adecuado,
una vez seleccionado se propone que expliquen el procedimiento seleccionado
al resto del grupo.

Finalmente, en la planeacién de PF5 se expresa la intencion de gestionar el
momento de la institucionalizacién, pero no se sefiala concepto alguno, nocién
o técnica que se formalizaria.

b) Segunda tarea de PF7

Por su parte PF7 plantea una segunda tarea también de tipo valor faltante, para
ello incluye un modelo tabular, para el primer encuentro entre alumnos y tarea
planea solicitar a los alumnos que completen una tabla con valores faltantes y
que den respuesta a las preguntas que derivan de la informacién en la tabla. A
continuacién, se puede ver dicha tarea.

Tomando en cuenta que el precio de los calcetines «Cotton» es de $625, completa

la siguiente tabla.

Nimero de cajas 1.5 6

Precio por caja 937.5 1875 2812.5

* ;Cuiélesel costo de cajas de calcetines «Cotton»? ;y de calcetines «El Mexicano»?

+  ;Cuidl es el costo de 0.700 partes de caja?
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+ ;Cudntas cajas se necesitan en cada caso si s6lo se quieren comprar $700 de cal-

cetines?

Por el acomodo de los datos en la tabla, se infiere que PF7 busca que los alumnos
utilicen la regla de tres como técnica. Para las cuestiones que le siguen la técnica
mis eficiente seria la del valor unitario. Lo que se puede apreciar en esta tarea
es que, al parecer PF7, intenta que la primera técnica utilizada evolucione, es
decir, que los nifios pasen de utilizar valor unitario a la regla de tres.

Luego de la resolucién de la tarea PF7 planea el momento de la constitu-
cién del entorno tecnolégico-tedrico, sefiala en su planeacion que al terminar
de resolver los problemas «se comparten procedimientos y se validan resultados».,

También en esta segunda tarea PF7 establece el momento de la institucio-
nalizacién y a diferencia de PF5, como se puede apreciar en el siguiente frag-
mento, si describe los saberes que serdn formalizados:

Se institucionaliza tomando en cuenta lo siguiente:

*  Existe un valor proporcional que hace que conforme aumenta el niimero
de cajas, la cantidad a pagar también lo haga.
* Sila cantidad de dinero disminuye, también disminuye la cantidad de

cajas.

Como se puede apreciar, PF7 intenta institucionalizar el significado de la pro-
porcionalidad directa, aunque no las técnicas como el valor unitario y la regla
de tres.

Lo que es de subrayar es que en la segunda tarea que plantean ambos profe-
sores en formacidn se observan ciertas diferencias. Por una parte, PF5 establece
una tarea que contintia ponderando el uso del valor unitario y la tinica variante
es que aumenta el rango numérico, las técnicas a utilizarse no cambian dado
que el uso de la multiplicacién y la divisién implicitos en el valor unitario como
operador se trabajaron desde la primera tarea. Es posible que con esta segunda
tarea PF5 busque instituir el momento del trabajo de la técnica mediante la re-
solucién de tareas similares.

Por su parte PF7 plantea una segunda tarea que al parecer tiene la intencién
de hacer que evolucione la técnica (valor unitario) que utilizaron en la primera
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tarea para que en ésta utilicen la regla de tres. Cabe destacar que en ambos casos
no consideran el uso de grificas de variacién proporcional.

6.2.3. Tercera tarea. El trabajo con razones

Siguiendo con la ruta del REI que los profesores en formacién «vivieron» la
tercera tarea que aparece en sus planes de clase tiene que ver con el concepto
de razén.

a) Tercera tarea de PF5

Para gestionar el momento del primer encuentro con la tercera tarea, PF5 pla-
nea pedir a los nifios que peguen en su cuaderno una hoja con situaciones pro-
blemiticas para que sean resueltas de forma individual, uno de esos problemas
es el siguiente.

En un cargamento que lleva Dofia Lupita a su taqueria, transporta 100 botellas de
refresco; si por cada botella de Coca Cola, hay 3 botellas de Pepsi Cola, ;cudntas
botellas hay de Pepsi Cola y cudntas de Coca Cola hay en el cargamento?

El total del cargamento es la suma de dos niimeros solicitados, las 100 botellas de
refresco estdn en relacion de 1 a 3 con los diferentes tipos de refresco, al expresar
los datos a modo de razén se tiene 1/3, eso es, un refresco de Coca Cola por cada
tres de Pepsi Cola, lo que da un total de cuatro refrescos.

En este problema es necesario que el alumno encuentre una técnica para
identificar el valor de cada cantidad de botellas de modo que la suma sea 100, la
razén 1 a 3 indica que una de las magnitudes es 3 veces més grande que la otra,
75y 25 son las magnitudes que cumplen con esa condicién. Si bien esta tarea
puede resolverse utilizando diferentes técnicas dada la secuencia establecida, la
técnica que posiblemente utilicen los alumnos de la escuela primaria es un mo-
delo tabular como el siguiente.

Coca Cola 1 5 10 20 25

Pepsi Cola 3 15 30 60 75

Total 4 20 40 80 100
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Después de la resolucién del problema en su plan de clase PF5 no registra nin-
glin momento para la explicacion, justificacion y validacion de las técnicas, lo
que plantea enseguida es que se trabajarfan situaciones problemiticas referidas a
la comparacién de razones tal como se muestra a continuacién:

Se realizd una encuesta acerca de las preferencias de las personas hacia las dos mar-
cas de refresco de cola, obteniendo los siguientes resultados: 8 de cada 15 personas
prefieren Pepsi y 7 de cada 11 prefieren Coca. ;Qué marca de refresco de cola
prefiere més la poblacién?, ;qué porcentaje de la poblacién lo prefiere en cada caso?
Ha estado disminuyendo el consumo de refresco debido al sobrepeso en la po-
blacion, asi que las dos marcas tuvieron que manejar ofertas para que las personas
volvieran a comprar: Al comprar 5 botellas de Coca te regalan 1 mds, y por comprar

15 botellas de Pepsi te regalan 4 botellas més. ;Cudl promocién resulta mejor?

En ambas tareas se observa la relacién entre dos pares de magnitudes 8 de cada
15y 7 de cada 11 para la primera, 1 por cada 5y 4 por cada 15 para la segunda,
las técnicas que tal vez intenten utilizar los alumnos son el modelo tabular o la
conversion de fracciéon a decimal.

Es hasta después de la resolucién de estos problemas, que PF5 plantea el
momento para la constitucién del entorno tecnoldgico-tedrico relativo a la téc-
nica, sefiala que reuniri a los alumnos en grupos de tres donde expliquen sus
procedimientos y resultados para posteriormente hacer lo mismo frente al gru-
po. También sefiala que al final habré una institucionalizacién, pero no indica
qué es lo que se habria de formalizar.

b) Tercera tarea de PF7

Por su parte, para gestionar el momento del primer encuentro con las razones
PF7 plantea una tarea de la que derivan preguntas y problemas que deberin
contestarse de forma grupal e individual, a saber:

Debido al aumento de impuestos, la fibrica de textiles tuvo que aumentar sus pre-
cios, ahora el costo de la caja de calcetines «Cotton» es de $670 y el de la caja de «El
Mexicano» es de $915

:Qué creen que sucederd ahora que cambiaron los costos, el valor proporcional serd

el mismo que en los costos anteriores?
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¢Por qué?

Como se puede ver, en esta tarea se incluyen preguntas que podrian denomi-
narse «predictivas», dado que se busca que los alumnos elaboren predicciones
sobre el comportamiento que tendrd la variacién proporcional con los nuevos
costos, no obstante, las preguntas son un tanto ambiguas y posiblemente se re-
quiera la contextualizacidn de las tareas previas para que los alumnos puedan dar
respuesta a tales cuestionamientos.

Derivado de este planteamiento, PF7 sefiala que planteard la siguiente tarea
que estd vinculada con la anterior, ésta también es relativa a la razén.

Con base en el problema anterior, resuelvan los siguientes planteamientos:

* Al difala fébrica vende 300 cajas. Si por cada 5 cajas de calcetines «Cotton»
se venden 2 cajas de calcetines «El mexicano» ;Cudntas cajas de calcetines

«Cotton» venden al dia?

Como se puede apreciar, en esta tarea se pide encontrar una razén a partir de la
relacién entre dos magnitudes de diferentes tipos (5 cajas de calcetines «Cotton»
a razén de 2 cajas de calcetines «El Mexicano»).

No obstante, se observa un error en el disefio de la tarea dado que, si se trata
de magnitudes enteras la relacién 5 a 2 no coincide con 300 cajas «enteras» de la
venta total, sino con 294 o 301 cajas, es decir si las cajas se representan con ay
b, y se sabe que al hablar de razén entre dos cantidades existe una comparacién
entre éstas, los datos quedarian expresados como a/b = 2/5

La tarea plantea que la suma de las dos cantidades debe dar 300 cajas, al tra-
bajar con una constante que puede ser «x», la representacion seria a/b = 2x/5x, al
reemplazar los datos de la ecuacién se tendria:

2x + 5x = 300
7x =300
x = 300/7
X = 42.85
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Una vez obtenido el valor de x se sustituyen los valores a y b para establecer que
a/b= 2(42.86) / 5(42.86), asi el valor de a es 85.7 mientras que el valor de b es
214.25 y la suma de ambos valores serd un aproximado de 299.95 cajas en total.
Si bien desde la perspectiva matemdtica la técnica y la resolucion son ade-
cuadas, no lo es asi en el contexto «real» al que apela el problema, dado que
hablar de que se vendieron 85.7 cajas de calcetines «El Mexicano» y 214.25 cajas
de calcetines «Cotton» no tiene sentido en el marco de la tarea.
Por otra parte, PF7 tampoco sefiala en su planeacién la intencién de gestionar
un momento didictico para la explicacién y justificacién de las técnicas. En-
seguida de las tareas descritas plantea la siguiente situacién de comparacién de
razones:

Si al comprar 8 cajas de calcetines «Cotton» te regalan 1 caja y al comprar 15 cajas
de calcetines «El mexicano» te regalan 2 cajas. ;Cudl promocién conviene comprar

mas?

El problema implica comparar razones, es decir 1 caja regalada por cada 8 cajas
compradas y 2 cajas regaladas por cada 15 cajas compradas. Las fracciones que
representan estas relaciones son 1/8 y 2/15, por lo tanto, una técnica plausible
para resolverlo es determinar y comparar esas fracciones que en este caso fun-
cionan como razones.

Como se puede ver, el rango entre las magnitudes que presenta PF7 en esta
tarea es de menor dificultad que las presentadas por PF5. En este caso la com-
paracién permite usar la técnica de igualar ambas razones a 2 cajas regaladas,
es decir, 2 regaladas por cada 16 compradas de «Cotton» y 2 regaladas por cada
15 compradas de «El mexicano», lo que permite establecer la comparacién con
mayor facilidad.

Luego de las tareas de este tipo PF7 no planea momento para la constitu-
cién del entorno tecnolégico-tedrico ni para el trabajo con la técnica, tampoco
planea institucionalizacién alguna, estos momentos los incluye hasta la siguien-
te tarea donde se aborda la proporcionalidad con tres magnitudes. Se podria
decir entonces que la institucionalizacién de la razén y la comparacién de ra-
zones resultd en ambos casos sélo una resolucién de problemas en las que no se
promueve una técnica explicita para su estudio.
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6.2.4. Cuarta tarea. Variacidn proporcional con tres magnitudes

Otro aspecto que incluyeron los profesores en formacién en el REI que plani-
ficaron tuvo que ver con tareas en las que el sistema de variacién proporcional
inclufa tres magnitudes, ambos profesores incluyen ese tipo de tareas en su plan
de clase para los alumnos de la escuela primaria.

a) Cuarta tarea de PF5

El primer encuentro con el sistema de tres magnitudes en una relacién propor-
cional que PF5 incluye en el recorrido de estudio, tiene que ver con plantear la
tarea siguiente que integra diversos cuestionamientos para resolverse de manera
individual.

A Toiiito y a José les gusta jugar a «Los cientificos» asi que decidieron hacer una
mezcla, utilizando una botella de Coca ($25) y una de Pepsi ($20). Decidieron ven-

der su mezcla ya que tenia un rico sabor,

+ ;Cudnto costara toda la mezcla?

+ ;Cudnto costard sélo una botella de esa mezcla?

*  Si hubieran mezclado dos botellas de Coca y dos de Pepsi,
+ ;Cudnto costaria toda la mezcla?

+ ;Cudnto costard sélo una botella de esa mezcla?

* Y sijuntaran dos botellas de Coca y una de Pepsi,

+ ;Cuénto costaria toda la mezcla

+ ;Cudnto costaria una botella?

* Y sijuntaran 2 de Cocay 5 de Pepsi...

La técnica que parece pertinente para esta situacién remite al uso del va-
lor unitario pero empleado junto con la media aritmética, es decir con el
cociente de la sumatoria de los valores unitarios. Puede verse que los cues-
tionamientos son progresivos y llevan a los alumnos de elementos sencillos
como la mezcla uno a uno, hasta situaciones mas complejas como la mezcla
«dos a cincov.

Una vez que individualmente los nifios resuelvan las cuestiones, PF5 planea
gestionar un momento para la constitucién del entorno tecnolégico-tedrico de
la misma forma como lo ha hecho en tareas precedentes, organizar equipos de
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tres nifios para explicar, justificar y elegir el procedimiento adecuado primero
de modo interno y luego al resto del grupo.

Por tltimo, en su planeacién se incluye el momento de la institucionali-
zacién, aunque no sefiala qué y cémo se pretende formalizar. De esta manera
concluye la planeacién del Recorrido de Estudio e Investigacién que disefié
PF5.

Cabe subrayar que en su recorrido PF5 no incluyé tareas que se resolvieran
con un modelo algebraico, tampoco aquellas cuya solucién requiriera encontrar
el valor de cada magnitud dado el costo de una mezcla.

b) Cuarta tarea de PF7
En el recorrido disefiado por PF7 se integra una cuarta tarea similar a la de PF5,
se contextualiza en un sistema de tres magnitudes con variacién proporcional,
aunque en este caso la tarea tiene menos cuestionamientos. Para el momento del
primer encuentro se plantea la siguiente tarea que los alumnos deberdn resolver
de manera individual:

Por temporada, la fibrica estard vendiendo cajas mixtas, que consiste en una mezcla
de ambos tipos de calcetines segtin la peticion del cliente, por lo que el precio varia
segtin el contenido de cada caja. Si se producen cajas en las que se combina una caja

de cada clase de calcetin.
* ;Qué precio tendrd esa caja?

Si se produce una caja, combinando dos cajas de calcetines «Cotton» y una de «El

Mexicano»
¢ ;Cuil serd el costo de esta caja?

Como se puede ver, la idea de combinacién se encuentra un tanto «forzada»,
lo que realmente se combina son dos tipos diferentes de calcetines, hecho que
pudiera repercutir en la comprensién del problema, aunque el valor unitario o
media aritmética de esa combinacién permita la solucién a la tarea.

Una vez que establece este primer encuentro, PF7 planea un momento para
la constitucion del entorno tecnoldgico-tedrico mediante la validacién grupal

232



de las respuestas para luego, gestionar el momento de la institucionalizacién
donde expresa que:

Al cambiar el precio de las cajas de calcetines, inmediatamente el total de dinero a
pagar por «n» cajas también se modifica.

Al realizar mezclas de ambos calcetines, el precio varfa segtin la calidad del con-
tenido de la caja, es decir, si tiene un mayor porcentaje de calcetines de mayor
precio y menor cantidad de calcetines de menor precio, el costo final se eleva, por

lo contrario disminuye.

Cabe sefialar que dicha institucionalizacién estd programada para realizarse
después del trabajo con las tareas en las que se incluye la razén y la proporcio-
nalidad con tres magnitudes y lo que resulta interesante es la insercién de un
lenguaje algebraico al hablar del costo de «n» cajas.

A diferencia de PF5, en este caso PF7 plantea situaciones de variacién con
tres magnitudes en las que se pregunta por el nimero de cajas que se combi-
narfan para un costo dado, también rompiendo la inercia del trabajo individual
las presenta como un momento de primer encuentro de manera grupal, poste-
riormente sefiala, se resolverian las siguientes cuestiones de manera individual.

Tomando en cuenta que la caja de calcetines «Cotton» cuesta $670 y la caja de

calcetines «El Mexicano» cuesta $915:

* ;Qué cantidad de calcetines de cada clase debe contener una caja que
cuesta $800?

* ;Se puede armar una caja con un valor menor de $670? ;Por qué?

*  ;Se puede armar una caja con un valor superior a $915? ;Por qué?

*  ;Qué cantidad de calcetines de cada clase debe contener una caja que ten-

ga un valor de x, es decir un valor cualquiera que sea?

Como se puede apreciar, la estructura de esta tarea tiene sus dificultades, desde
el contexto el cuestionamiento no alude a la cantidad de cajas de cada tipo como
se habia planteado en tareas anteriores, ahora se cuestiona sobre la cantidad de
calcetines de cada clase situacién que resulta compleja porque en ningtin mo-
mento se ha mencionado el nimero de calcetines que tiene cada caja porque
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ese dato no era necesario en las primeras tareas. Por otra parte, hablar de «partes
de caja» rompe también con la légica de la funcionalidad de la tarea y con el
contexto «real» sobre el que se apoya.

Ahora, continuando con su planeacién PF7 sefiala que luego de resolver
estas tareas seguird un momento en el que:

Se comparten procedimientos y resultados, intentando que lleguen a un razona-

miento algebraico inicial, haciendo preguntas como:

* Durante las sesiones de trabajo ;qué relacién han encontrado entre el pre-
cio y la cantidad de cajas?

* ;Qué pasa con el contenido de las cajas de calcetines cuando el precio que
pagamos es mayor? ;Y qué pasa cuando es menor?

+  ;Ustedes creen que pudiera haber una férmula general para que pudié-
ramos conocer los porcentajes que debe incluir una caja de cada clase de

calcetines para obtener determinado precio final? ;Cual?

Esto signiﬁca que a partir de este momento PF7 pretende generar una técnica
algoritmica a partir de las preguntas, al parecer especificamente buscard que
surja una férmula para conocer los porcentajes de cada caja que den el costo
total. De lo anterior se deduce que la técnica que se pretende institucionalizar es
el uso de porcentajes, aunque no se explicita la forma en que serd abordado, es
decir, si se utilizard como técnica o como concepto a estudiar.

Por ultimo, PF7 cierra el disefio del REI con una expresién que pareceria
sefalar la institucionalizacién, cuando dice:

Se llega a una conclusién de cudl seria el costo menor que pudiera tener una caja de

calcetines y el costo mayor, argumentando por qué ocurre esto.

Se observa que la atencidn estd centrada en institucionalizar los rangos minimos
y méximos (costos) de la combinacién de cajas, no el funcionamiento de una
técnica que resulte eficiente para resolver la tarea planteada.

En términos generales el REI que disefiaron los profesores en formacién
muestra rasgos que permiten identificar su adhesién con la estructura y fun-
cionalidad del REI que vivieron como «aprendices de matematicas». En lo que
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respecta a la praxeologia matemitica, ambos plantean una situacién generatriz
en cuyo contexto se ubican todas las tareas, esto es, en los contextos «refrescos»
y «cajas de calcetines» se ubican entre cuatro y cinco tareas ligadas a la propor-
cionalidad y relacionadas entre si, lo que nos permite decir que los profesores
en formacién asumen la nocién de «recorrido» y la intencidén de que aparezcan
técnicas diferentes relacionadas con la evolucién.

No obstante lo anterior, también es visible la dificultad para disefiar la si-
tuacién generatriz, el contexto que elige PF7 (cajas de calcetines) da cuenta de
dichos obsticulos, sin duda esto significaria conflictos para sus alumnos al mo-
mento de resolver tareas con magnitudes fraccionarias y decimales.

Por otra parte, es posible observar que las tareas planteadas tienen una es-
trecha relacién con el REI vivido, la diferencia estriba en el nimero de cuestio-
namientos y el rango numérico, ademds en ambos casos se omite el estudio de
la proporcionalidad a través del manejo de gréficas y de técnicas algoritmicas.

La evolucién de técnicas es una intencién presente, hay tareas relativas al
uso del valor unitario y a la regla de tres, en el caso de PF7 es mis clara la inten-
cién para llegar a la representacién de una técnica algoritmica, aunque también
se aprecia que ambos profesores en formacién establecen una relacion estrecha
con los saberes instituidos en el curriculo oficial asociados con un modelo epis-
temoldgico basado en la organizacién clisica de la proporcionalidad.

En cuanto a las praxeologias didacticas, se puede ver que plantean casi los
mismos momentos de estudio: el primer encuentro, la constitucién del entorno
tecnolégico-tedrico relativo a la técnica y en algunos casos el momento de la
institucionalizacién.

En los momentos de institucionalizacién se aprecia la dificultad de los pro-
fesores en formacion para para establecer los saberes que la institucién ha for-
malizado y el funcionamiento de las técnicas que resultan mds eficientes en las
tareas planteadas. Las dificultades son evidentes sobre todo en el caso de PF7
quien sélo sefiala que se llevard a cabo dicho momento con los procedimientos
encontrados, pero sin especificar de modo explicito aquello que serd institu-
cionalizado. Lo destacable es que no incluyen momentos para el trabajo de la
técnica ni de evaluacién de la praxeologia, que resultan determinantes en la
ejecucién de un REL
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VII. GESTIONAR UN REI
LAs PRAXEOLOGIAS DEL «PROFESOR EN ACTO»

En el médulo cuatro del REI-FP, el profesor en formacién debe ocupar el
rol de «profesor en acto», es decir, en su recorrido de formacién debe haber
un momento en el que dirija un proceso de estudio con un grupo y alumnos
reales. Este rol le exige una comprensién clara acerca de la praxeologia matema-
tica (proporcionalidad) que reconstruyé en el primer médulo de su recorrido,
ademis necesita tener claridad sobre las praxeologias didacticas adecuadas para
dicho proceso de estudio, en otras palabras, debe considerar la existencia de
una obra matemitica (la proporcionalidad) construida a partir de un proceso de
estudio y considerar también la manera especifica en que el proceso de estudio
ha de desarrollarse. La praxeologia matemitica es resultado de la construccién,
mientras que la manera de construirla es el proceso de estudio (Lucas, 2010).
Desde esta perspectiva no hay una praxeologia matematica sin un proceso de es-
tudio que la engendre, tampoco puede haber un proceso de estudio sin una pra-
xeologia en construccién (Bosch, Espinozay Gascén, 2003). Siguiendo el sentido
de esta idea, para dar cuenta de lo que sucede con el profesor en formacién cuan-
do ocupa el rol de profesor «en acto», se plante6 la siguiente cuestién generatriz.

—Q4: ;Qué tareas (T), técnicas (1) y discurso tecnolégico-tedrico (6, ©) uti-
lizan los profesores en formacién para gestionar el proceso de estudio de una pra-

xeologfa matemitica ligada a la proporcionalidad?

Cuando se intenta dar respuesta a una cuestion, como parte del proceso de es-
tudio aparecen varios momentos didédcticos: el del primer encuentro con la pra-
xeologia; el exploratorio del tipo de tareas; el de la constitucién de un entorno
tecnoldgico-tedrico; el de trabajo de la técnica; el de la institucionalizacién y; el
momento de la evaluacién (Chevallard, 1999).

Sin embargo, el proceso de estudio no es lineal, cada momento didéctico
puede ser experimentado con diferente intensidad, en diferentes tiempos y repi-
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tiéndose las veces que sea necesario porque «la nocién de momento didactico se
utiliza, no tanto en el sentido cronolégico, como en el sentido de dimensién de
la actividad» (Dorado y Diaz, 2014, p. 80). Algunos pueden presentarse casi de
modo simultdneo como es el caso del primer encuentro y el momento explora-
torio o bien puede suceder que alguno no se aparezca durante el proceso de es-
tudio. «Lo que es importante destacar es que cada uno de los seis momentos o di-
mensiones del estudio tiene una funcién especifica necesaria para llevar a cabo el
proceso y que existe una dindmica interna global que se manifiesta en el caricter
invariante de ciertas relaciones entre los citados momentos» (Serrano, 2013, p. 23).

Ademis, debe considerarse que las praxeologias matemiticas y didédcticas
que se hacen visibles en los diferentes momentos didicticos se despliegan en
una institucién determinada que impone restricciones tanto matematicas como
didacticas al proceso de estudio.

En el capitulo anterior se dio cuenta de los recorridos que para el estudio de
la proporcionalidad en la escuela primaria realizaron dos profesores en forma-
cién, en éste de lo que se trata es de analizar la experimentacién que hicieron de
sus recorridos de estudio con un grupo de alumnos de este nivel.

El objetivo del anilisis consiste en identificar las tareas que ponen en jue-
go, las técnicas que implementan para gestionar dichas tareas y los elementos
tecnoldgico-tedricos que las justifican, cabe sefialar que para dar cuenta de los
momentos de estudio y las interacciones que se desarrollan entre el profesor
en formaciodn, sus alumnos y las tareas en cuestion, se utilizan conceptos de la
Teoria de las Situaciones Didécticas, la decision de utilizarlos tiene que ver con
el hecho de que representa el modelo didéctico de referencia en la institucién y
ademds no se encontraron conceptos en la TAD que permitieran explicar este
tipo de fenémenos didacticos.

7.1. EL PROCESO DE ESTUDIO EN LA ESCUELA PRIMARIA

La experimentacién de los dos REI se realizé en dos grupos de sexto grado de
educacién primaria, uno con 30 alumnos y el otro con 32. En estos grupos de-
sarrollaban sus pricticas profesionales PF5 y PF7 respectivamente. En el lapso
de dos semanas PF5 (en adelante José) trabajé cuatro sesiones de dos horas cada
una para probar su recorrido, planted cuatro tipos de tareas. Por su parte PF7 (en
adelante Luis) también en un lapso de dos semanas utilizé tres sesiones de entre
dos y dos horas y media para su experimentacién, planteé cinco tipos de tareas.
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Cabe aclarar que la experimentacién de los recorridos de estudio fue una
tarea extracurricular, es decir, aunque las sesiones se desarrollaron en el hora-
rio escolar, se intentd evitar ciertas restricciones del Ambito curricular como el
tiempo especifico destinado para la clase de matemiticas y el abordaje conven-
cional de las lecciones del libro de texto, circunscritas a un tema en particular.!

A diferencia de ello, el REI disefiado por los profesores en formacién inten-
té articular diversas cuestiones, temas y sectores que permitieran gestionar un
proceso de estudio en torno exclusivamente a la proporcionalidad.

7.1.1. Los recorridos de estudio. Estructura y condiciones

Al considerar la naturaleza de un Recorrido de Estudio e Investigacién, puede
decirse que el proceso de estudio no es otra cosa que la biisqueda de la respuesta
a una cuestion matemdtica generatriz, para dar con esa respuesta se requiere la
reconstruccién de la praxeologia matemdtica, pero en el proceso de estudio,
o importante es la estructura interna de las relaciones que deben establecerse
forzosamente entre momentos del proceso de estudio» (Dorado y Diaz, 2014,
p- 80).

Ahora, respecto de la estructura de un recorrido, Fonseca (2011) sefiala la
necesidad de plantear una minima infraestructura praxeoldgica para el estudio
de la nueva praxeologia, dado que la cuestion generatriz que se proponga facilita
el proceso de estudio, aunque el tiempo institucional (si es limitado) obstaculice
la familiarizacién con toda la informacién. Este primer momento resulta fami-
liar para el alumno porque ya cuenta con un referente praxeoldgico inicial que
ha adquirido mediante la solucién de tareas de proporcionalidad en los grados
anteriores, de hecho el estudio formal de la proporcionalidad inicia en quinto
grado de la escuela primaria, lo que nos dice que, en efecto, el alumno ya dis-
pone de un cierto equipamiento praxeoldgico relativo a ese objeto matematico.

En los siguientes parrafos se presenta la estructura praxeoldgica minima de
los recorridos de estudio.

A. Un problema didictico-matemitico al que el sistema de ensefianza
tiene que dar respuesta. Promover el estudio de la proporcionalidad

1. En la escuela primaria se trabaja por aprendizajes esperados a través de lecciones en el libro de texto y el
manejo de los conceptos matemdticos no es secuencial, es decir en una leccién pueden abordarse nociones
de Sentido Numérico y Pensamiento Algebraico y en la siguiente Forma y Medida.
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a través de organizaciones praxeolégicas matemdticas que permitan
identificar la utilizacién de técnicas aritméticas (valor unitario y regla
de tres) y algebraicas para la resolucién de situaciones problematicas.

B. Una institucién concreta donde se plantea el problema en cuestién. En
el nivel de educacién bisica, en la escuela primaria «General Pinfilo
Natera» de la ciudad de Zacatecas, México, en los grupos 6° «A» y 6°
«Ch».

C. Larazdn de ser de las organizaciones matematicas.

* Resolver tareas matematicas en torno a la proporcionalidad.

* Identificar las técnicas que se utilizan para resolver tareas sobre la
proporcionalidad.

 Identificar la evolucién de las técnicas.

+ Comprender el funcionamiento y significado de modelos algebrai-
cos en torno a la proporcionalidad.

D. Elegir una cuestidn o situacién generatriz. ;Cuiéles son las técnicas y
tecnologias que permiten resolver y justificar tareas de proporcionali-
dad?

E. Un dispositivo didictico que puede ser considerado como un proceso
de ingenieria matemitica denominado Organizaciones Matematicas
Locales Relativamente Completas (OMLRC):

*  «El Refresco», una reconstruccién elaborada por José para trabajar-
se con el grupo de 6° «A»y,

* «Las cajas de calcetines» dispositivo prediseﬁado por Luis cuya ex-
perimentacion se llevé a cabo con el grupo de 6° «Co.

E. Un contrato didictico donde se observardn las responsabilidades del
profesor y del alumno ante las situaciones de aprendizaje y de ensefian-
za. Las tareas planteadas a los alumnos estin vinculadas con actividades
cotidianas y con saberes adquiridos en los grados escolares anteriores, lo
que permiti6 otorgarles la responsabilidad en la resolucién de las situa-
ciones problematicas. En funcién de la tarea y la busqueda de la técnica
se observé el tipo de contrato que se establece entre profesor y alumnos.
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G. Una Organizacién Matemitica Local Relativamente Completa (OML-
RC) en la que se genera el proceso de estudio de la actividad matema-
tica. Se identificaron los momentos didicticos que los profesores en
formacién pusieron en juego a lo largo de las sesiones propuestas.

Con base en dicha estructura y en el equipamiento inicial con el que cuentan los
alumnos, en la primera etapa del estudio deben plantearse tareas en las que se uti-
licen las técnicas con que las ya cuenten los alumnos de sexto grado. En el caso que
nos ocupa los profesores en formacién plantearon los siguientes tipos de tareas:

T1. Tareas relacionadas con el valor faltante que se resuelven con la técnica
del valor unitario.

T2. Tareas ligadas al valor faltante en tablas de variacién proporcional que
se resuelven con la regla de tres.

T3. Tareas vinculadas con el uso de la razén que requieren la comparacién
de razones como técnica.

T4. Tareas asociadas con la variacién proporcional de tres magnitudes que
pudieran servir de preimbulo para la inclusién de técnicas algebraicas.

T5. Tareas asociadas cuyo propésito es establecer la significacién y el uso
del modelo aritmético.

Cabe sefialar que si bien estos tipos de tareas se plantean en una secuencia simi-
lar a la del REI que «vivieron» los profesores en formacion,? el proceso de es-
tudio que gestionaron es el objeto principal de nuestro andlisis en este capitulo.

7.2. LA PRAXEOLOGICA DIDACTICA DE JOSE. ENTRE LA AUTONOMIA

Y EL CONTROL

Al considerar que los REI surgen y son el estudio de cuestiones problematicas
cuya resolucién requiere la construccién de una serie de praxeologias, la cues-
tién generatriz aparecerd como una forma de hacer «vivir la actividad matem3-
tica en el salon de clase (Rodriguez, Bosch, Gascén, 2006), en otras palabras, la
cuestion generatriz es la «razén de ser» de la reconstruccién de las praxeologias.

2. El M1 del REI-FP (vivir el REI) tenfa como intencién principal promover la evolucién de técnicas
aritméticas hacia técnicas algoritmicas, lo que se hace presente en el recorrido que reconstruyen en la
escuela primaria.
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Para tal efecto es necesario que los alumnos dispongan de recursos que les per-
mitan apropiarse de la cuestion inicial dado que en los momentos del primer
encuentro y exploratorio, el profesor en formacién les «devuelve»® la responsa-
bilidad de su aprendizaje para que analicen y exploren los elementos que con-
forman la praxeologia matemitica implicita en la tarea planteada.

El primer momento didictico representa el primer encuentro de los
alumnos con la praxeologia y permite que la analicen para comprender su
estructura, su significado, el tipo de tarea que se estd planteando y la técnica
que puede ser empleada para su resolucién. Este primer momento puede ges-
tionarse de formas diversas y la diversidad no sélo estd determinada por las
tareas matemdticas sino también por las tareas did4cticas que el profesor en
formacién pone en juego.

7.2.1. El momento del primer encuentro o la devolucién parcial

José es un profesor en formacion en el que destaca su gusto por ensefiar mate-
miticas y por la facilidad que tiene para disefiar tareas. No obstante, como se
trata de experimentar un REI que difiere del modo de trabajo convencional de
la escuela primaria, las tareas que plantea a los alumnos tienen un nivel de com-
plejidad menor a las que corresponden a dicho grado escolar.

José gestiona el momento del primer encuentro mediante una tarea en la
que se relacionan dos magnitudes (cantidades de Coca Cola y Pepsi Cola) ex-
presadas en niimeros enteros y decimales, se trata de encontrar el valor faltante.
Como se puede apreciar en el siguiente fragmento, de la situacion generatriz se
derivan otras tareas. Para resolver la primera se puede usar la técnica del valor
unitario como operador con magnitudes enteras, fraccionarias y decimales.

La forma de gestionar el momento del primer encuentro tiene que ver
con una especie de «devolucién parcial», porque «devuelve» la tarea pero no se
preocupa por devolver el «medio»*, es decir, no realiza acciones que permitan
al alumno recuperar el significado de la tarea antes de intentar solucionarla. La
devolucién «sdélo del problema» es una manera de gestionar el primer encuentro

3. La devolucién es el acto por el cual el docente hace que el alumno acepte la responsabilidad de una
situacién de aprendizaje (adiddctico) o de un problema y acepta él mismo las consecuencias de esta trans-
ferencia (Brousseau, 2007, p. 87).

4. Desde la perspectiva de Brousseau (1977, en Avila, 2001) el medio implica todo lo que actda sobre el
alumno o sobre aquello en que recae la accién del alumno por lo que tiene un papel fundamental en el
aprendizaje al causar adaptaciones a propdsito de un objeto de ensefianza.
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y como se puede ver en el siguiente fragmento José les da «sefiales» (hagan di-
bujitos, operaciones...) sobre la manera en que lo pueden resolver.

— José. Les voy a entregar una hojita donde vienen algunas instrucciones, la
deberdn pegar en su cuaderno y resolver de manera individual el problema de «El

refresco», que dice lo siguiente:

En nuestro pais se consumen grandes cantidades de refresco, principalmente de
cola (negro); entre los mas consumidos encontramos la Coca y la Pepsi. Dichas
marcas tienen algunas variaciones en sus precios; sin embargo, en la actualidad, la

botella de Coca tiene un precio de $25, mientras que la botella de Pepsi es de $20.

¢Cuil es el costo de 4 botellas de Pepsi?

¢Cuinto se debe pagar por % de botella de Pepsi?

¢;Cuinto debe de pagar por 0.750 partes de una botella de Pepsi?

Si se quisiera comprar $25 de Pepsi, ;qué cantidad de botellas le darfan?
Y si se compraran $15 de Pepsi, ;qué cantidad de botellas tendria?

Y si s6lo se compraran $12.50, ;qué cantidad de botellas serfa?

—José. ;Quién me falta de entregarle el problema?
—As. Yo, yo.
—]José. Lean el problema, piensen cémo lo pueden resolver, hagan dibujitos,

operaciones, lo que ustedes crean que pueden usar para resolverlo.

Como hemos mencionado, el fragmento anterior da cuenta de un proceso de
devolucién «parcial» en el que José entrega la tarea e indica las técnicas posibles,
es decir solo presenta el problema pero no gestiona una validacion del signifi-
cado conceptual y sintictico del problema, es decir, no despliega una técnica
didictica que le permita saber si los alumnos han comprendido el problema, si se
percatan del tipo de relaciones que hay entre las magnitudes y si tienen clara la
cuestion que deben responder. No basta con plantear una situacién a un alumno
para que ésta se vuelva su problema a resolver y se sienta el dnico responsable
de dicha resolucién, tampoco basta que el alumno tome esa responsabilidad
para que el problema se convierta en un problema universal. Es a través de la
devolucién que el profesor busca alcanzar ambos resultados (Brousseau, 1995).
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Si con Brousseau existe la perspectiva de plantear situaciones donde «desa-
parece» el profesor (situaciones a-didacticas) para permitir al alumno la posibili-
dad de construir el conocimiento, de modo similar, en la Teorfa Antropolégica
de lo Didictico el momento del primer encuentro promueve una intervencién
de esta naturaleza.

7.2.2. El momento exploratorio. Aplicacidn y mayéutica

El primer encuentro con la praxeologia estd ligado por lo general con el segun-
do momento didictico, el momento exploratorio, es decir la transicién entre
uno y otro resulta a veces imperceptible por la similitud de las acciones que
corresponden a uno y otro. El momento exploratorio alude a la revisién del tipo
de tareas que han sido planteadas y a la busqueda y elaboracién de una técnica
con la cual sea posible resolver dicha tarea.

La elaboracién de dichas técnicas tiene una evolucién gradual, la resolu-
cién de la tarea constituye el medio para que los alumnos identifiquen cuél es la
técnica que resulta més eficiente, econémica y por ende con mayor cercania al
saber convencional que pertenece a cada institucién. En el momento de la ex-
ploracién pueden aparecer diferentes fenémenos didacticos y formas de gestion.

a) Exploracién y devolucién sin acompaiiamiento

Una vez que José establece el primer encuentro con la devolucién de la tarea, el
momento de la exploracién se lleva a cabo trabajando en equipo y es evidente
que en este momento José asume dos tendencias, la més persistente tiene que
ver con una posicion lejana al alumno, es decir no acompafia ni busca la com-
prensién de la tarea, slo espera que la resuelvan en los equipos. Este rol de mero
observador se aprecia en el siguiente fragmento:

—As. (Trabajan sobre el problema mientras José camina entre las filas).

—José. sYa terminaron?, Ahora se van a juntar en equipos de tres para com-
parar sus resultados.

—As. (Comentan los resultados obtenidos y en ciertos casos corrigen algunos

errores de célculo).

Durante el recorrido que se hizo por los equipos, mis que comentar las técnicas
empleadas, los alumnos sélo comparaban resultados y cuando éstos no coincidian
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buscaban algtin error de célculo. Aunque en la mayoria de los momentos explora-
torios que gestiond José, no acompafié el proceso de estudio con una devolucién
completa, se observaron algunas aproximaciones a los equipos (evocacién y ma-
yéutica) que podrian ser parte de una buena gestién del momento exploratorio.

b) Exploracién y «evocacién». Aplicacién y control
Para Brousseau (1994b), en el contrato did4ctico de aplicacién y control,’ resulta
importante identificar la manera como los alumnos incorporan ciertos conoci-
mientos, ademids de revisar si en el acto de ensefianza se ignora o se contempla lo
que los alumnos han hecho previamente, si se identifica el nivel de aprendizaje
que alcanzaron o si sélo llegaron al punto marcado en el programa de estudios.
El trabajo realizado al interior de los equipos constituyé el momento mis
claro de exploracién de la técnica mientras que la «evocacién»® se hizo mds
evidente cuando, luego de buscar individualmente una técnica, en el momento
«colectivo del equipo» se discutieron las técnicas empleadas. En ese momento,
bajo el supuesto de que los alumnos contaban con saberes previos se pretendid
aplicar, controlar y dar respuesta a tareas mds complejas, José planted cuestiones
relativas a la evocacién.

—As. (Comienzan a resolver la tarea de manera individual).
_JOSé. Ya que terminaron se van ajuntar en equipos para Comparar 10 que
hicieron. (Camina entre los equipos y en algunos casos interviene).
—Eq. 2. Aqui en ésta no le entiendo (se refiere a la segunda pregunta del pri-
mer problema).
—José. ;Qué no entiendes?
—Eq. 2. ;Nada mis una botella?
—José. Por eso, ;cudntas juntamos al inicio?
—Eq. 2. Dos.
—]José. Dos, y ya sacamos cudnto valen esos dos ;verdad?, ;Cémo le haremos
para saber cudnto vale sélo una de esa mezcla?
5. En este tipo de contrato el receptor decide si se considera lo suficientemente informado o si se requiere
mis informacién, aqui el informador toma a su cargo parte de esa responsabilidad dando al informado un
criterio para determinar si se ha comprendido bien el saber comunicado. Ese criterio busca establecer una
relacién entre los saberes comunicados y el del 4mbito de las aplicaciones (Avila, 2001).
6. Perrin (1993) distingue dos tipos de situaciones de evocacién: «las que evocan una situacién de accién,

no inmediatamente después de realizada sino otro dia, y las que se refieren a una serie de problemas sobre
un tema, que ha abarcado un periodo prolongado de tiempo» (p. 59).
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—Eq. 2. Dividiendo.
—José. ;Qué?
—Eq. 2. Dividiendo el 25 entre el 20.
q
—]José. ;Estas seguro?
¢ g
—Eq. 2. No.

Como se puede apreciar, a pesar de que los alumnos han reconocido la técni-
ca adecuada (la divisién o el valor unitario como operador), José no valida su
respuesta, pone a discusion la respuesta del alumno con el resto del equipo y
cuando éste no puede justificar la técnica José sigue cuestionando para «evocar»
la respuesta correcta. No obstante que la intencién de José es que los alumnos
regulen y validen por si mismos, los orienta hacia la respuesta en lugar de per-
mitir que sean ellos mismos quienes encuentren el uso y la funcionalidad de la
técnica, esto se puede ver en el siguiente fragmento:

—]José. Mira juntamos una botella de Pepsi y una de Coca entonces tenemos
una mezcla, sesa mezcla cudnto vale?

—Eq. 2. Cuarenta y cinco.

—]José. Pero esa mezcla solamente ocupd una botella y quiero saber cuidnto
vale, ;Cémo le harias?

—Eq. 2. ;Dividiendo qué?

—Eq. 2. Lo que costd, los 45 entre 1.

—José. ;Cudnto es 45 entre uno?

—Eq. 2. 45.

—]José. Entonces no ;verdad?, el resto del equipo ;qué opina?

—Eq. 2. Dividir entre 45.

—]José. ;Estin seguros? No serd al revés, si dividimos chicles entre 45 nifios ;de
cudnto les toca?

—Eq. 2. Ah no entonces es 45 entre 2, sale 22.5.

—]José. Muy bien.

Como la tarea implica el manejo de magnitudes compuestas (mezclas), es evi-
dente que los alumnos reconocen en la division la técnica pertinente, sin em-
bargo por la falta de comprensién de la tarea la usan con un acomodo azaroso
de las magnitudes (45 entre 1, dividir entre 45), frente a esto, José lanza cues-
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tionamientos ;cémo le harfas?, ;dividiendo qué?, ;cudnto es 45 entre uno?, para
sefialar que la técnica es incorrecta. Con esta accién José se vuelve parte de la
exploracién, toma el papel que corresponde a los alumnos cuando sefiala: «En-
tonces no gverdad?, A ver el resto del equipo ;qué opina?» y «jestdn seguros? No serd
al revés, si dividimos chicles entre 45 nifios ¢de cudnto les toca?». Congruente con su
papel, al final valida la accién.

Ante las dificultades de los alumnos para la resolver la tarea, José se ve
obligado a dar un indicador (si dividimos chicles entre 45 nifios) que los lleve a
la respuesta esperada, accidén que parece evocar tareas ya resueltas, con esto los
alumnos tienen la oportunidad de volver a discutir el sentido de los conoci-
mientos que estin en juego en las tareas propuestas.

Desde la perspectiva de Perrin (1993), cuando se tiene la necesidad de ha-
blar sobre algo que ya se ha hecho sin que tenga que volver a realizarse se ofre-
ce la oportunidad de reconstruir el papel que tienen las tareas trabajadas en el
aprendizaje, pero en este caso el profesor tiene dificultades para gestionar el mo-
mento exploratorio y por ello sefiala la técnica adecuada para resolver la tarea.

¢) El momento exploratorio a través de la mayéutica

En varios momentos didicticos como el exploratorio, la mayéutica socritica’
aparece como una de las técnicas diddcticas més utilizadas, aunque no siempre
se utiliza de la misma manera, el objetivo de las preguntas cambia en funcién
del propdsito del profesor. En algunos casos se orientan a la comprension del
problema, en otras hacia el proceso de identificacién de la técnica.

En el proceso de estudio que dirigié José, fue comun que se estableciera un
contrato diddctico basado en la mayéutica socritica y los cuestionamientos se
emplearon frecuentemente para identificar las técnicas adecuadas y la justifica-
cién de las mismas, en el siguiente fragmento puede verse esta accion.

—José. ;Y en el tltimo problema? (Los alumnos de este equipo tienen escrito
el problema, pero no hay evidencia de su técnica, sélo del resultado).
—Eq. 1. Pepsi, Porque son 15 botellas y por cada 15 te regalan 4 y por cada 5

te dan una.

7. Conforme a este contrato, el profesor escoge preguntas de las cuales el alumno pueda encontrar las
respuestas con sus propios recursos. Las preguntas se modifican en funcién de las respuestas del alumno
(Avila, 2001, p. 34).
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—José. ;Y cémo sacaste eso?

—Eq. 1. Porque Perla nos dijo que asi le hiciéramos.

—José. ;Y eso qué? que Perla les haya dicho, ;ya estd resuelto?, sestd bien? A
ver explicame, ;por qué en una dan 4 y en otra dan 1?

—Eq. 1. Mmmm.

—Eq. 1. Porque me estd pidiendo que ha estado disminuyendo el consumo de
refresco debido al sobrepeso en la poblacién, asi que las dos marcas tuvieron que
manejar ofertas para que las personas volvieron a comprar, entonces pusieron pro-
mociones en una, entonces por cinco botellas de Coca me regalan una y por cada
quince de Pepsi me regalan cuatro entonces aqui nos dan mds.

—]José. Si, pero piensen cémo pueden explicar cudl promocién conviene mis.

Como los alumnos no responden con una técnica precisa, José contintia cues-
tionando, no tiene la intencién de sefialar la técnica, pero supone que sélo a
través de las preguntas ellos podrin encontrarla.

7.2.3. El momento de la constitucidn del entorno tecnoldgico tedrico. La multifuncion
de la tecnologia

La constitucién del entorno tecnolégico-teérico es un momento didictico que
se relaciona con el momento del primer encuentro porque hay tareas en las que
se plantea una cierta relacién tecnolégica—teérica previamente elaborada o con
los indicios de un entorno que busca crearse mediante la expresién de una rela-
cién dialéctica ante la emergencia de la técnica y su posterior dominio® (Lucas,
2010). Esto significa que para disefiar una tarea es necesario dominar el discurso
tedrico que orienta la organizacién, la progresién y la concrecién de la praxis
hacia la bisqueda de una técnica en particular, en este sentido, para que se pue-
da establecer dicha técnica debe existir una tecnologia, un discurso que describa
la técnica como producto de un proceso de estudio.

Desde esta perspectiva, Chevallard (1999) sefiala que la primera funcién de la
tecnologia es justificar la técnica, asegurar que produzca bien eso que es preten-
dido, la segunda funcién es la de explicar, la de esclarecer la técnica, esto es, ex-
plicar por qué estd bien y una tltima funcién es la de la producir nuevas técnicas.
W es el del trabajo de la técnica, en el que se busca dominar la técnica. Con el trabajo
en este momento la técnica se vuelve més eficiente y confiable, lo que implica a su vez retocar la tec-

nologia, asi en la medida en que una técnica se practique, se adquiere habilidad en su uso hasta llegar a
emplearla de manera automitica en la tarea asignada.
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Ahora bien, en los procesos de formacién de profesores es preciso desa-
rrollar técnicas didacticas que permitan resolver las tareas de ensefianza en la
escuela, por lo general dichas tareas aluden a un discurso legitimado en la ins-
titucién que las produce. En este caso se puede decir que hay una doble mirada
tecnoldgica, por un lado, de la institucién formadora de docentes y por el otro,
de la institucién en la que se lleva a cabo la ensefianza de las praxeologias mate-
miticas, es decir la escuela primaria. En ambas instituciones el discurso tecnolé-
gico de la praxeologia didéctica se sustenta en la Didéctica de las Matemiticas.

Esta doble postura discursiva mostraria, segtin Chevallard (2007), una cierta
ambigiiedad sobre la naturaleza y funcién del discurso tecnolégico-tedrico de
una praxeologia matematica, puesto que «es tecnologia eso que, en una institu-
cién o para una persona, cumple la funcién tecnolégica. Del mismo modo, es
teoria eso que asume, en cierta institucién o para cierta persona, una funcién
tedrica» (p. 714). Este argumento justifica la idea de que el discurso tecnolégico,
aunque parte de un campo del saber, no se le valora por su pertenencia a ese
campo sino por su pertenencia a una institucion determinada, esto signiﬁca que,
por ejemplo, el estudio de la proporcionalidad no es el mismo en una institucién
formadora de maestros que en una institucién formadora de ingenieros.

En correspondencia con las ideas de Aguayo y Mendoza (2015), para el
caso de las organizaciones didacticas existe un problema similar, dilucidar si las
instituciones aceptan la existencia de teorfas didacticas que justifican las técnicas
y las tecnologias empleadas para resolver tareas didacticas o si por el contrario,
reconocen la ausencia de tales teorfas y aceptan sélo discursos tecnoldgicos (sin
teoria) que explican las técnicas empleadas en la solucion de tareas didécticas.
De modo similar a lo que ocurre con el discurso matemitico, el discurso didéc-
tico se verd delimitado por la institucion al considerar la existencia de una teoria
referencial o sélo la presencia de una tecnologia.

En este mismo sentido, Castela y Romo (2011) sefialan todas las diversas
funciones posibles del discurso tecnolégico de una praxeologia.’ En el siguien-
te fragmento puede verse la manera como José, frente a una tarea de valor uni-
tario como operador de niimeros decimales, gestiona el momento tecnolégico
y hace aparecer varias funciones del discurso tecnolégico.

9. Segtin Castela y Romo (2011), las funciones del discurso tecnolégico son: describir la técnica, facilitar
la aplicacién de la técnica, motivar la técnica y los gestos que la componen, evaluar la técnica, validar la
técnica y aplicar la técnica.
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—]José. Bien, ya que terminaron de comparar sus resultados vamos a ver qué
fue lo que obtuvieron. A ver ;quién pasa a mostrarnos lo que hicieron?

—A1. Yo, el problema nos habla de dos refrescos, la Coca y la Pepsi, cada uno
tiene diferente precio, entonces en la primera pregunta dice ;cuinto se debe pagar
por 0.750 partes de una botella?

—José. ;Quién nos muestra lo que hizo?

—Lupita. Yo multipliqué 0.750 por lo que cuesta la botella completa (pasa al
pizarrén y multiplica 0.750 x 20 = 15.00).

—]José. ;Por qué le hiciste asi?

—Lupita. Lo hice asi porque si lo dividia me iba salir mas chiquito.

—]José. Pero, ;por qué multiplicaste?

—Lupita. Porque era el costo de la Pepsi.

—José. Pero, ;por qué por 0.750?

—Lupita. Porque por esa parte pide el problema.

—]José. Entonces, ;qué costard mis? ;Una botella 0 0.750 de una botella?

—As. Una botella.

Como se puede apreciar, una vez que los alumnos desarrollaron el momento
exploratorio, José pide describir la técnica cuando pregunta ;Quién nos muestra
lo que hizo?, con la descripcién, no sélo identifica el dominio de la técnica sino
el uso de un vocabulario adaptado a la tarea, lo que permite a Lupita identificar
los datos a considerar para la solucién.

Por otro lado, cuando cuestiona ;por qué multiplicaste?, José busca que la
tecnologia permita al alumno validar la técnica, es decir, que justifique en fun-
cién de cierto referente, que produzca aquello que dice producir y si al usarla se
alcanzan los objetivos fijados; es por ello que Lupita justifica la razén de usar la
multiplicacién y no otra técnica.

Una tercera funcidn, la de explicar la técnica, se observa cuando José pre-
gunta ;por qué multiplica por 0.750?, en otras palabras, lo que pide es explicar
por qué la técnica hace bien lo que se espera que haga y por qué su uso produce
tal resultado. Aunque la alumna no lo explica de manera amplia, sefialar que
esa parte pide el problema y que el costo de una botella es mayor al costo de
0.750 de botella, alude a la explicacién de la técnica al indicar que eso permite
identificar los costos requeridos. Otras funciones de la tecnologia presentes en
la gestion de José, fueron la motivacién y evaluacion de la técnica:
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—]José. ;A alguien le sali6 de otra forma? ;T1 lo hiciste de otra forma?, Pisale.

—AG6. (Escribe 1000 - 750 = 250 = % X 3 = % = 15 de 20) luego afirma «mil
menos 750 es igual a 250 que seria % por tres, que seria % que es igual a 15 de 20.

—]José. ¢Si entendieron por qué 1000 - 750?

—AG6. Porque 1000 serfan los 4/4 y 250 serfa Y .

—José. ;Si entendieron?, ;Alguien lo hizo de otra forma?, pasale Reyes, borra
el pizarrén.

—Reyes. ;:Cémo era la pregunta?

—As. ;Cuinto se debe pagar por 0.750 de una botella de Pepsi?

—Reyes. (Escribe)

100% 20
75% X

—Reyes. El 100% es igual a 20, el 75% es lo que queremos saber cudnto es?,
primero es 75 X 20, aqui estd la operacién y me da 1500, ese resultado lo divido
entre 100 y me da 15.

—José. ;Como se le llama a eso que aplicé Reyes?

—As. Regla de tres.

—]José. Si se acordaban que ya la habjamos visto ;0 no?

—As. Si.

—José. ;Y sile sali6 el resultado?

—As. Si.

—José. Es un poco complejo, pero si le sali¢ bien, ;cudl procedimiento utili-
zarian de los tres?

—As. El de Lupita.

—]José. ;Alguien utilizarfa otro?

—As. El de la légica.

—]José. ;Por qué el de la logica?

—A1. Porque ya sabiendo, bueno porque algunos ya se les graba que 0.25 es
igual a %4, ahora 0.75 es tres veces 0.25 son %.

—]José. ;Y ya seria lo del problema anterior?

—Al. Si.

—José. Muy bien, siguiente pregunta Gema.
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En la primera parte del fragmento se observa que ademis de la descripcion de
la técnica, el profesor busca que desplieguen la motivacion, es decir que iden-
tifiquen para qué se utiliza tal técnica y si produce el efecto buscado. Cuando
cuestiona si entendieron ;por qué 1000-7502, estd favoreciendo que los alumnos
anticipen las etapas de la técnica y se preparen por si es necesario adaptarla a
otro contexto. En este caso, la técnica requiere que se comprenda que 0.750 -lo
que numéricamente plantea la tarea- se transforma en 750 para facilitar su ma-
nipulacién dado que se esti trabajando con decimales.

En la segunda parte del fragmento, cuando el alumno usa una técnica dife-
rente, el profesor pretende que la evalten, por ello pregunta jedmo se le llama a
eso que aplicd Reyes?, es decir busca que identifiquen el tipo de técnica a partir de
la estructura y el acomodo de los datos. Aunque, una vez que los alumnos sefia-
lan que se trata de la «regla de tres», el profesor tiene dificultades para expresar
la ergonomia de dicha técnica, es evidente cuando afirma «es un poco complejo,
pero si le salid bien». Esta situacién provoca que en lugar de identificar la regla
de tres como una técnica eficiente para la resolucion de la tarea, los alumnos la
vean como una técnica dificil de aplicar, por lo que prefieren utilizar la técnica
de «alégica» como sefiala Al.

El fragmento anterior permite inferir que, aunque la gestién del momento
tecnoldgico ha permitido describir, explicar y motivar la técnica, no hay una
validacién sobre la eficiencia y eficacia de cada técnica mostrada, es decir, no
hay una evaluacién sobre las técnicas. En otras tareas planteadas, tal como se
muestra en el siguiente fragmento, el tipo de preguntas que plantea el maestro
provocan la reflexién sobre el dominio de la técnica utilizada.

—]José. Vamos a ver qué pasa con el siguiente problema que dice: «Se realizé
una encuesta acerca de las preferencias hacia las dos marcas de refresco de Cola,
obteniendo los siguientes resultados: 8 de cada 15 personas prefieren Pepsi 'y 7 de
cada 11 prefieren Coca»r. ;Qué marca de refresco de cola prefiere més la poblacién?,
¢qué porcentaje representa la poblacién que lo prefiere en cada caso? A ver Germin
pasa a explicarnos.

—German. Son ocho de cada 15 serfan 8/15 se divide ocho entre quince (es-
cribe 80+15) y salen 53.3, en el otro 7 de cada 11 serfan 7/11 y si lo divido (escribe
70+15) me sale 63.6.

—José. ;Y por qué 707 ;Y por qué 807
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—Germién. Porque son las personas que prefieren Pepsi.

—José. ;707

—Germén. (Sefiala el 80).

—José. Por eso sy por qué 807

—Germén. Porque si divido 8 entre 15 sale cero y por eso le agrego el cero al
ocho.

—]José. Pero después de que se agrega el cero ;nomds se agrega el cero y ya?

—Germin. (Se queda pensando).

—José. ;Cémo se hacen esas divisiones?

—A1. Como 15 no cabe en 8, se pone el punto y se agrega un cero al lado del
ocho, después cudntas veces cabe 15 en el 80 cabe 5, después 5 por 15 son 75.

—José. ;Entonces donde irfa el punto?

—A2. (Pasa, corrige el cociente y coloca 0.53 y 0.63) ya no se le seguiria por-

que se repite el resultado por ejemplo en el 0.53 serfa 333333 y asi.

Como se puede apreciar, una vez identificada la técnica, el maestro pide la des-
cripcién, aunque es evidente que Germin tiene dificultades para explicar por
qué se divide entre 70 y 80, es por ello que el profesor busca facilitar la aplica-
cién de la técnica cuestiondndolo sobre el algoritmo, lo que favorece su uso,
mejora y la prevencién de posibles errores. Sin embargo, la funcién de la tec-
nologia se limit6 al dominio de la divisién, cuando cuestiona ;cémo se hacen
esas divisiones? la atencién se centra en el manejo de decimales no asi en el uso
de la fraccién como razédn, que inicialmente German habia planteado al sefialar
8 de cada 15 serfan 8/15 y que corresponde a la tecnologia implicita en la tarea
planteada. Una vez que el profesor facilita la aplicacién de la técnica, como se
puede ver en el siguiente fragmento, nuevamente gestiona su descripcién al
preguntar a otro equipo sobre la técnica empleada.

—]José. ¢Lesly ustedes cémo le hicieron?
—Lesly. (Coloca el signo de porcentaje al lado de los cocientes, queda 53%
y 63%), mejor le mostramos otro procedimiento (pasa la compafiera de equipo y

anota).

15 — 100%
8§ —=7
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—Lesly. Aqui vamos a multiplicar 8 por 100 y salen 800 luego esos 800 los
vamos a dividir entre 15.

—José. ;Cémo se le llama a eso?

—As. Regla de tres.

—José. ;Y sale qué?

—Lesly. 53.

—]José. Entonces ;qué era lo tinico que le faltaba a Germén?

—As. Los puntos.

—As. Multiplicarlo por cien.

—]José. ;Para qué multiplicarlo por 100?

—As. Para sacar el porcentaje.

—José. German estaba bien nada més le faltaba multiplicarlo por 100.

—Lesly. (Escribe lo siguiente:)

11 = 100%

77

—Lesly. Hacemos lo mismo que el anterior, multiplicamos y luego dividimos
pero ahora nos sale 63.

—José. ;Entonces cudl prefieren més?

—A1. Los dos estin bien.

—]José. ;Pero cuidl prefiere mis la gente? ;La Coca o la Pepsi?

—As. La Coca.

—]José. ;La Pepsi cudnto?

—A2. Tres.

—José. ;Tres qué?, ;cudnto porcentaje prefieren la Pepsi?

—As. 53.

—José. ;Y la Coca?

—As. 63.

—José. ;Entonces cudl prefieren més?

—As. La Coca.

—José. ;Alguien tiene otro procedimiento?, ;cuil se les hace mis facil? ;El de
la fraccion o el de la regla de tres?

—As. (Algunos dicen que la fraccién y otros que la regla de tres.

—A2. Pues en los 2 se multiplica y se divide ;no?
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—]José. Exactamente, en los dos te tardarias lo mismo. Muy bien.

En la primera parte del fragmento anterior se observa cierta continuidad con la
técnica implementada por Germén, ademas de facilitar la aplicacién de la técni-
ca el profesor pretende motivarla y consolidar sus etapas, esto es evidente cuan-
do pregunta por el resultado de las divisiones y el propésito de la multiplicacién
en la regla de tres. También pretende que evaltien la técnica y que sefialen su
funcionalidad en una tarea de porcentaje, con esta accién delimita el campo de
eficacia y los limites de la técnica en funcién de la tarea.

La identificacién de la técnica més econémica y ehciente también se ges-
tiona y como no se hace énfasis sobre el uso de alguna en particular, se permite
que sean los alumnos quienes a partir de la validacién de la técnica decidan cuil
resulta mas pertinente.

A partir del anilisis anterior, se puede observar que generalmente el pro-
fesor José gestiona los momentos tecnoldgicos a través de cuestionamientos
que permiten la aparicién de cuatro funciones de la tecnologia: la descripcion
de la técnica, la facilitacion de su aplicacién, la motivacion de la técnica y los
gestos que la componen, asi como su validacién. La explicacién y la evalua-
cién de la técnica llegan a hacerse presentes, pero aparecen en menor niimero
de veces.

7.24. Las diversas facetas de la institucionalizacion

La institucionalizacién es el momento de estudio de una praxeologia que per-
mite la precisién del saber formalizado, varios han sido los autores que han
descrito este momento para dar cuenta de la puesta en juego de un saber con-
vencional desde la perspectiva del profesor, a decir de Covidn (2005 en Castela,
2008) «es a través del proceso de institucionalizacién que la practica social viene
a ejercer la funcién normativa, a constituirse en algo que ya no es propio del
individuo, sino del grupo social; es a través de este proceso que la construccién
del conocimiento llega a constituirse para formar parte de un sistema o grupo
social» (p.160).

Sobre este concepto Brousseau (1982) afirma que las situaciones de insti-
tucionalizacién tienen por objetivo establecer convenciones sociales, a partir
de éstas se intenta que los alumnos asuman una significacién socialmente es-
tablecida de un saber que ha sido elaborado por ellos en situaciones previas

255



de accién, formulacién y validacion. Es en la situacion de institucionalizacion
donde los profesores observan lo que los alumnos han elaborado, describen lo
que ha sucedido en términos del conocimiento en cuestién, otorgan un esta-
do a los eventos de la clase en funcién de los resultados de los alumnos y de la
ensefianza, permiten asumir un objeto de estudio, acercar las producciones del
conocimiento a otras creaciones y la identificacion de producciones que pueden
ser reutilizadas nuevamente.

Desde esta perspectiva, los conocimientos son los medios transmisibles [...] aunque
no necesariamente explicitables, de controlar una situacién y obtener de ella deter-
minado resultado conforme a una expectativa y a una exigencia social. El saber es
el producto cultural de una institucién que tiene por objeto identificar, analizar y
organizar los conocimientos a fin de facilitar su comunicacién (Brousseau y Cen-
teno, 1991, en Brousseau, 2007, p. 28).

Se puede decir que la institucionalizacién constituye un momento de cierre
de una situacidn didictica en la que los alumnos ya han construido un cono-
cimiento, pero es el docente quien retoma ese proceso de construccidén para
formalizarlo. En la fase de institucionalizacion el docente corre el riesgo de
que los estudiantes se limiten sélo a la validacién de procedimientos o técnicas
informales y que se desconozca el sentido real de la situacién didictica en tanto
medio para el estudio de un objeto matematico.

Por su parte Chevallard (1999), sefiala que la institucionalizacién tiene
como objetivo precisar el significado de una praxeologia elaborada, proceso en
el que se distinguen los elementos involucrados en su construccién, tanto los
que no hayan sido integrados como aquellos que se inscriben de modo defini-
tivo en la praxeologia, es decir constituye una «distincién que buscan precisar
los alumnos cuando le preguntan al profesor, a propédsito de tal resultado o tal
procedimiento, si hay o no que saberlo» (pp. 249-255).

El profesor en formacién institucionaliza la técnica convencional, la que
usa el grupo social, podréd decir qué técnicas vale la pena institucionalizar, pero
no las institucionaliza si no son técnicas convencionales. A partir de la insti-
tucionalizacién una técnica se consolida como herramienta ttil y eficiente al
justificarse a partir de un cierto discurso tecnolégico-tedrico.

Un primer acercamiento a la institucionalizacién ocurre cuando José se
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apoya en la gestién del momento tecnolégico-tedrico para intentar hacer el
cierre de la tarea'®:

—]José. Pero, ;por qué dividieron?

—A3. Para ver el niimero de botellas que se comprarian con ese precio.

—José. ;Quién lo dice o qué determina lo que tienes que dividir?

—As. Para obtener un resultado.

—]José. Si, es obvio si vas a dividir es para obtener un resultado, pero ;por qué
se tiene que dividir? ;Qué parte del problema te hizo pensar que tenias que utilizar
una divisién?, eso es lo que queremos saber, ;si hubo una parte del problema que les
diera una pista de lo que tenian que multiplicar en uno y dividir en otro? ;En qué
parte observan que dice aqui debo dividir, aqui debo multiplicar?

—Enrique. Porque es lo que estamos viendo.

—]José. ;Porque es lo que estin viendo? ;Por eso saben?, estamos hablando del
problema, analicen el problema, véanlo, 1éanlo, ;qué parte me dice que es divisiéon
y qué parte me dice que es multiplicacion.

—A3. Yo vi que el precio y el ntimero de botellas van aumentando, vi el precio
e intenté convertirlo con el precio de la Coca Cola, para saber cudntas botellas se
iban a comprar.

—]José. A ver en el primer problema, dijeron que era una divisidn, pero qué
les ayuda a encontrar que es una divisién, ;porque dividir? algunos dieron otro
procedimiento por ejemplo dijeron que podian sumar 25 varias veces hasta llegar
a 4600, esa era una opcidn, pero dijiste no mejor vamos a dividir ;qué parte de ese
problema te ayudé a tomar esa decisién?

—A3. En que era mis tardado y llegabamos al mismo resultado.

—]José. Muy bien, entonces aunque hay diversas formas de resolver un proble-
ma, hay algunas que nos permiten hacerlo més ripido que otras, lo importante es
comprender qué nos pide el problema para saber cudl vamos a utilizar. Bueno con

esto terminamaos.

Como se puede apreciar, pareciera que José va a institucionalizar la técnica
(divisién) mas utilizada en la solucién de la tarea, pero no se observan indicios

10. El problema era: «Pablo desea hacer una fiesta, pero al comprar todo lo que ocupaba para realizarla, le
sobraron $4600 para comprar el refresco, scudntas botellas de Coca ajustari si cada botella tiene un precio
de $25?
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de un saber convencional que pueda ser institucionalizado, ni de la técnica mas
eficiente para resolver ese tipo de tareas, de manera que este momento se utiliza
s6lo para sefialar que hay diversas formas de resolver un problema y que deben
elegirse aquellas que permiten resolverlo de forma mas ripida, mis que una ins-
titucionalizacién esta accidn es una orientacién para la solucién de futuras tareas
que una formalizacion de la praxeologia matemitica.

El siguiente fragmento muestra un momento en el que el profesor elige una
técnica para la institucionalizacién. Cabe aclarar que previamente se resolvieron
tareas del mismo tipo y se identificaron ciertas técnicas para su resolucion, la
que aqui aparece constituyé el mayor acercamiento a la convencionalidad.

—José. Pasale Richard, con el tercer problema.

—A4. Yo lo leo «Ha estado disminuyendo el consumo de refresco debido al
sobrepeso en la poblacion, asi que las dos marcas tuvieron que manejar ofertas para
que las personas volvieron a comprar: al comprar cinco botellas de Coca te regalan
una mis y por comprar 15 botellas de Pepsi te regalan cuatro botellas més. ;Cudl
promocién resulta mejor?»

—Richard. La de la Coca.

—José. ;Por qué?

—Richard. Nomds asi le puse.

—José. ;Y luego?

—As. Yo profe, yo.

—]José. A ver espérense. Lee otra vez el problema por favor (se lee nuevamente)
ccudl crees Reyes?

—Reyes. Coca cola.

—José. ;Por qué?

—Reyes. No sé.

—José. A ver Angel, tli estabas en el mismo equipo, ;qué dices? ;Es la Coca?

—A. (no contesta).

—José. Nomis estaban jugando ;verdad?

Una vez que los alumnos pasaron por el primer encuentro y el momento ex-
ploratorio, José gestiona el momento tecnoldgico-tedrico con resultados poco
favorables, dado que los cuestionamientos que lanza parecen indicar falta de
comprensién de la tarea y més ain la ausencia de una técnica, puesto que los
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alumnos sélo dan una respuesta aleatoria sin un discurso tecnolégico. No obs-
tante, en el siguiente fragmento se observa que un alumno (Enrique), muestra
la sintesis de una técnica que iguala ambos tipos de gaseosas para poder com-
pararlas y es esa técnica la que permite gestionar el momento de la institucio-
nalizacién.

—Enrique. j;Yo paso!!
—]José. A ver Enrique pasale y ustedes pongan atencién.

—Enrique. (pasa y escribe lo siguiente:)

15 botellas de Coca te regalan 3
15 botellas de Pepsi te regalan 4
PEPSI

—]José. Bien, ahora explicalo.

—Enrique. Quince botellas de Coca te regalan tres y 15 botellas de Pepsi te
regalan cuatro, entonces conviene mds la de Pepsi porque ademis de que te regalan
una mds, su precio es mds bajo.

—José. ;Y por qué dices que con 15 botellas de Coca te regalan tres?

—Enrique. Porque....

—AG6. Porque es un multiplo de 5 (en voz baja).

—José. ;Por qué Vitalia? El dice que por cada 15 botellas de Coca te regalan
tres.

—Vitalia. Porque por cinco botellas te regalan una.

—José. Y luego?

—Vitalia. Entonces por 15 regalan tres.

—Arath. jjYo profe!!

—]José. ;Por qué Arath?

—Arath. Porque por cinco botellas te regalan una y por decir, si compro tres
veces cinco botellas serfan 15 y me van a regalar tres botellas, serfan 15y 3 y acd
por 15 botellas me regalan cuatro entonces en la primera (Coca) me dan menos que

en la otra (Pepsi).

En el fragmento anterior puede observarse que Enrique desarrolla una técnica
basada en la «igualacién» de 15 botellas para cada tipo de refresco, lo que le
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permite hacer una comparacién y determinar cuél promocién resulta mis con-
veniente, sin embargo muestra dificultades para establecer un discurso tecno-
l6gico que justifique esa técnica, es decir, explicar cémo y por qué hace dicha
«igualacién», son otros alumnos los que hacen alusién a dicho discurso cuando
sefialan que 15 es un miiltiplo de 5 o si compro tres veces cinco botellas serian 15, sin
embargo, esa justificacion resulta incomprensible para algunos alumnos:

—José. A ver Angel ;qué dijo Arath o qué razonas td de acuerdo a lo que dice
el problema?

—Angel. (No contesta).

—]José. Aytdale Richard.

—Richard. No, no sé.

—José. ;Y ti Camila?

—Camila. (No contesta).

—]José. ;:No Camila? Primero lo explicé Enrique y luego Arath, ;ahora qué
nos puedes decir tui?

—Camila. 15 botellas de Coca regalan 3.

—]José. ;Por qué? Porque eso dice ahi, pero ;por qué puso eso Enrique?

—Camila. Porque... (No encuentra la respuesta).

—]José. A ver Luis explicales.

—Luis. Por cinco botellas de Coca te regalan una, entonces por 15 te regalan
tres y si compras la promocién de 15 botellas de Pepsi te regalan cuatro, es mejor
que la primera promocién.

—]José. ;Si entendieron?, ;ya entendiste Richard?

—Richard. Si, en la primera promocién son 15 botellas de Coca y te regalan
tres.

—]José. :Asi dice el problema? ;O c6mo sacaron ellos que 15 de Coca regalan
tres?

—Richard. No, o sea que si en la promocién de la Coca te dan tres.

—]José. Lee el problema para que te ayudes. Fijense bien, el problema dice que
con la promocién en las botellas de Pepsi por cada 15 te regala 4 y en la de arriba
(se refiere a la de la Coca) por cada cinco te regalan una, por eso igualaron la pro-
mocién 15 botellas de Pepsi y 15 botellas de Coca, 15 y 15 para poder comparar.

—]José. ;Cuintas promociones estd comprando Enrique de la primera?

—As. Tres.
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—]José. Tres, ;Y en la segunda?

—As. Nada mas una.

—]José. Entonces igualaron ahi, en la primera compro tres para igualar a 15 bo-
tellas las que iba a comprar, ssi se fijan? Con una promocién de la segunda (Pepsi)
son 15y con tres promociones de la primera (Coca) ;cudntas son?, ;cudntas compra
con tres promociones?

—As. 15.

—José. 15, ;Y cudntos le dan?

—As. Tres.

—José. Muy bien una en cada promocién, gsi? a ver Angel explicame porque
ya son como cinco veces las que explicamos.

—Angel. (Se queda callado).

—José. ;No?

—Angel. No.

—José. Levanten la mano los que entendieron (la mayoria la levanta), los mis-
mos todavia no, stodavia no Camila?

—Camila. Que la promocién son que te den tres.

—Lesly. (Le explica) es que se trata de igualar los dos a 15 para poder ver en
dénde nos dan mas, asi en las dos vas a pagar s6lo 15 botellas, pero de Coca sélo te
dan tres de regalo y en las de Pepsi te dan cuatro.

—]José. ;Ahora si Camila?

—Camila. Si.

—José. A ver Angel fijate bien, ;qué hacemos con el 5 para tener 157, se suma
tres veces y se llega a 15 y si vemos por cada 5 me dan una. (Representa lo siguiente
apoyandose en lo que Enrique habia hecho, pero agrega una suma iterada previa a

los resultados).

5—1
+5—1
5—1
15—3

15 botellas de Coca te regalan 3

15 botellas de Pepsi te regalan 4
PEPSI
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—]José. Entonces al sumar todas las promociones también son 15 y me dan 3

y acé (Pepsi) también tengo 15 pero acd me estin dando cuatro, entonces en los

dos compro 15 pero aqui me dan mis (Pepsi) por eso me conviene mas comprar las
p p q psy) p p

botellas de Pepsi, ¢;ahora si ya me entendieron? Por eso les decia yo que igualaron

la promocién sus compafieros en 15 y 15.

Como se ha podido observar, José busca institucionalizar la técnica que utilizé
Enrique y valida el resultado (15 botellas de Coca te regalan 3 y 15 botellas de Pepsi
te regalan 4) cuando explica que en ambos casos se compran 15 botellas, pero se
regala diferente cantidad. El intento de institucionalizacion se observa cuando
José pregunta y responde a la vez jqué hacemos con el 5 para tener 15?2 se suma tres
veces y se llega a 15, al retomar la técnica de Enrique, el profesor considera que
es la més viable y la explica al sefialar la suma iterada que permite establecer la
«igualacién» de magnitudes a comparar.

Entonces, el profesor José recupera la técnica y la explica, es una técnica
basada en tablas donde se representa la suma iterada. Seria interesante identificar
la técnica convencional mis corta que pudiera institucionalizarse, como la com-
paracién de fracciones para conocer la fraccién mis grande, técnica que puede
desarrollase como suma de fracciones 4/15+1/5 = (20+15) / 75. La primera es
una tabla que permitiria la basqueda de fracciones con igual denominador, esta
técnica se basa en buscar una fraccion equivalente de denominador 15, que es el
principio de la suma, en la que primero se debe tener un denominador comin
que permita la suma o bien la comparacién en el caso de la tarea que los alumnos
resolvieron. Esta técnica recortada permitirfa decir que 4/15+1/5 = 20/75+15/75
lo que serfa un saber formalizado.

Se podria decir que en esta tarea José explica y justifica la técnica como par-
te del proceso de institucionalizacién, al hablar de igualacién implicitamente la
sefiala, dado que hubo tres técnicas y s6lo elige una para justificarla y explicarla,
al parecer en esa eleccién hay una intencién institucionalizadora porque el men-
saje es «este tipo de tareas en este grupo social de sexto grado se resuelve con esta
técnicar, lo que se convierte en el discurso tecnoldgico que justifica las técnicas.

Aqui, al parecer el profesor retoma una técnica, la esclarece, la explica y
justifica si es efectiva con la igualacién a 15 en ambas botellas, estd probando la
eficacia de la técnica, pero al parecer tiene dificultades para encontrar la técnica
convencional en tareas relativas a la comparacién de razones.
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En la institucionalizacidn se retoma la comparacion de fracciones igualan-
do denominadores, aunque no aparece la palabra fraccién, es paradéjico porque
cuando los profesores en formacién vivieron el REI trabajaron las fracciones
como razén, lo que indica que en términos generales no identifican el con-
cepto y el tipo de tarea, lo que si presenta el profesor es una técnica efectiva
para ese tipo de situaciones aunque tiene dificultades para identificar la técnica
convencional. Se puede decir que estd presente la intencidn intuitiva de poner
una comparacién de razones, pero no aparece la técnica convencional, se queda
en técnicas informales. Tampoco aparece el concepto ni se detecta que hay dos
fracciones operando como razones.

Ademis de lo anterior se observa otro tipo de acercamiento a la institucio-
nalizacién basada en el manejo de magnitudes, como se muestra en el siguiente
fragmento:

—José. A Tofiito y a José les gusta jugar a «Los cientificos», decidieron mezclar
una botella de Coca ($25) y una de Pepsi ($20) y vender su mezcla, ;cudnto costard
toda la mezcla?, scudnto una botella de esa mezcla?

—]José. A ver Ricardo explica cémo le hicieron en tu equipo.

—Ricardo. Primero se suma el precio de la Coca que es 25 y el precio de la
Pepsi que es 20 y son 45 en total.

—]José. ;Entonces cudnto cuesta toda la mezcla?

—As. Cuarenta y cinco.

—José. Y luego?

—Ricardo. Después divido 45 entre 2.

—José. ;Por qué?

—Ricardo. Para saber cuidnto costard una botella de esa mezcla.

—José. ;Y cudnto sali6?

—Ricardo. 22.5

—]José. Bien, lee la siguiente Manuel.

—Manuel. Y si juntaran dos de Coca y una de Pepsi, ;cudnto costaria toda la
mezcla y cudnto una botella?

—As. Yo, yo, yo.

—José. ;Quién no ha pasado en todos los dias? A ver Wendy pasa tu.

—Wendy. (Escribe 50 + 20 = 70 + 3 = 23.33)

—]José. Explica por qué hiciste eso.

263



—Wendy. Sumé 50 + 20, 50 porque eran dos cocas y 20 porque s6lo era una
Pepsi el resultado da 70, luego dividi 70 entre tres.

—]José. ;Por qué entre tres?

—Wendy. Porque son dos Cocas y una Pepsi, en total tres. Y me sali6 23.33

—José. 23.33 ;Y eso qué significa?

—Wendy. Que es todo lo de la mezcla.

—José. ;Es cierto eso?

—As. No. Es lo que cuesta s6lo una botella de la mezcla.!

—]José. A ver una pregunta, si vemos todos los resultados que obtuvimos de
una botella, todas las cantidades estin ;entre cudnto y entre cudnto?

—As. Entre 20 y 25.

—José. ;Y porque creen que estd entre 20 y 25?

—As. Porque son los precios de las botellas.

—]José. Levantando la mano, a ver Richard.

—Richard. Porque es el precio de las botellas de la Coca y la Pepsi.

—José. Muy bien, si juntidramos una mezcla de puras botellas de Pepsi, ;cuinto
saldria una botella?

—As. 20.

—]José. ¢Y si juntamos una mezcla de puras botellas de coca?

—As. 25.

—]José. Entonces por eso las cantidades estin sentre cudnto y cudnto?

—As. 20y 25.

—]José. Muy bien ahora otra pregunta, en el problema C, ;cudntas botellas
juntamos?

—As. Dos de coca y una de Pepsi.

—]José. ;Cuinto nos sale el resultado de una botella?

—As. 23.3

—]José. Porque creen que no salié més de la mitad, ;cudnto es la mitad entre
20y 257

—As. 22.5

—]José. ;Por qué creen que en esa nos salié mis de 22.5?

—As. Porque hay més de una que de otra.

—José Manuel. Porque hay mis botellas de Coca que de Pepsi.

—José. ;Y eso qué tiene que ver?

11. José plantea preguntas del mismo tipo variando las magnitudes de Coca y de Pepsi para la mezcla.
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—José Manuel. Determina el precio de la Coca.

—]José. Muy bien, si hubiéramos juntado dos de Pepsi y una Coca qué pasarfa?

—AS. Hubieran salido como 22, 21.

—]José. ;Hubiera salido menos de cudnto?

—As. De 25.

—As. De 22.5

—]José. Exactamente, entonces el precio se determina segtin el refresco, mien-
tras mas Cocas se tengan el precio de una botella de la mezcla se acerca mis al de
las Cocas y mientras mds Pepsis sean, entonces el precio de una botella de la mezcla
serd mds cercano al de la Pepsi, esto es por las mezclas que hacemos y el nimero de

botellas de cada tipo que mezclamos. Con esto terminamos.

Esta tarea es la tltima en el REI de José, en el fragmento puede verse que ins-
titucionaliza la relacién entre magnitudes progresivamente desde el momento
tecnoldgico-tedrico. Su discurso se enfoca a determinar que el precio se rela-
ciona con la cantidad de refresco y que la mezcla de ambos tipos de refresco
determina el rango en el que se encuentra el precio de la mezcla, lo que estd ins-
titucionalizando entonces es la relacién de proporcionalidad entre magnitudes.

Al seguir a Chevallard (1999) puede decirse que la evaluacién de la praxeo-
logia es necesaria porque es conveniente que el sujeto-alumno sepa lo que se
ha estudiado de esa praxeologia matemitica y lo que quedaria por estudiar en
otros momentos. Para Chevallard el momento tecnolégico-teérico es mas del
alumno, igual piensa Brousseau (1982) acerca de la situacién de validacién, am-
bos autores lo consideran un momento a-didictico, mientras que desde ambas
perspectivas la institucionalizacién constituye el momento del profesor, aquel
donde el saber y la prictica toman forma e intencionalidad.

7.3. LA TENDENCIA FORMALIZADORA. EL RECORRIDO DE LuUIs

El segundo caso analizado es el de Luis, quien desde su ingreso a la escuela nor-
mal ha manifestado el gusto por las matematicas y muestra un buen dominio del
contenido matematico. El trabajo recepcional que estd elaborando para obtener
el titulo de licenciado versa sobre la ensefianza de un contenido matematico en
la escuela primaria, por esta razén la experimentacién del REI que diseié recu-
pera algunos aspectos de dicho trabajo.
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7.3.1. El momento del primer encuentro. Devolucidn

y comprension del «medio»

Luis gestiona el momento del primer encuentro mediante la lectura colectiva de
una situaciéon problematica a partir de la cual plantea diversos tipos de tareas. En
la primera establece una comparacién directa sobre magnitudes y a partir de ello
trabaja el valor unitario como operador pero sélo recupera magnitudes enteras:

—Luis. A cada uno le entregué una hoja con un problema, lee por favor el
problema Nancy.

—Nancy. En una fibrica textil se producen dos tipos diferentes de calcetines
para exportar, que varian su calidad segtin el algodén que utilizan en su elabora-
cién. La caja de calcetines «Cotton» cuesta $625 y la caja de calcetines «El Mexi-
cano» cuesta $885, debe aclararse que todas las cajas contienen la misma cantidad
de calcetines.

—Luis. Hasta ahi, ;cudnto cuestan los calcetines Cotton Diego?

—Diego. $625.

—Luis. §Y cudnto valen los «mexicanos» Reina?

—Reina. $885.

—Luis. Ahora si, Edgar ;cudnto costardn tres cajas de calcetines «Cotton»?

Saquen su cuaderno y anotan ahi las operaciones que necesiten.

En este momento didictico cuando cuestiona sobre los costos de los calcetines
y el costo total de tres cajas se observa la devolucién de la tarea como preludio
para su comprension, los alumnos reflexionan sobre los datos para responder a
los cuestionamientos del profesor y solamente hasta que se percata de que los
alumnos identificaron las relaciones entre los datos, les pide que busquen la
solucién. Con su accidn, el profesor da indicios de la importancia del valor uni-
tario como técnica para resolver el problema, si bien dicha técnica no la explica,
las expresiones: Ahora si, cudnto costardn tres cajas de calcetines Cotton y anotan ahi
las operaciones que necesiten, constituyen «sefiales» para que los alumnos retomen
las respuestas a los cuestionamientos previos.'?

Otra forma en la que Luis gestiona el primer encuentro con la praxeologia
consiste en hacer cuestionamientos para que los alumnos comprendan las es-

12. A esta situacién Brousseau le denomina Efecto Topaze, que se presenta cuando el profesor sugiere la
respuesta disimuladamente, planteando cuestiones que facilitan la resolucién de la tarea.
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tructuras conceptuales inmersas en el contexto problematizador. Generalmente
este tipo de momentos suele presentarse en sesiones donde el profesor intenta
recapitular los saberes adquiridos en sesiones previas. A esta forma de gestionar
el primer encuentro la hemos llamado «a devolucién socritica con indicios
conceptuales» porque se exige al alumno que se haga cargo de la tarea de forma
auténoma y a través de las rupturas que la mayéutica permite, identifica ciertas
técnicas que resultan eficientes para resolver la tarea.

En los dos procesos de estudio analizados, es comidn que para gestionar el
primer encuentro con la praxeologia, la técnica didactica de los profesores en
formacion sea el contrato basado en la mayéutica socritica y mis que «devolver»
una tarea mediante este contrato, los cuestionamientos buscan provocar el ani-
lisis de la tarea en la que estd presente el valor proporcional, tal como se observa
en el siguiente fragmento:

—Luis. Raymundo lee el problema.

—Raymundo. Debido al aumento de impuestos, la fibrica de textiles tuvo que
aumentar sus precios, por lo que ahora el costo de la caja de calcetines «Cotton» es
de $670 y el de la caja de calcetines «El Mexicano» es de $915.

—Luis. A ver nifios, aqui el problema ;qué nos dice Reyna?

—A1. Que estd muy caro.

—Raymundo. Que aumentd.

—Luis. ;Que aumenté qué?

—A2. El costo de la caja de calcetines.

—Luis. ;Y qué crees que va a pasar a diferencia de lo de ayer?

—A3. Van a salir més caros, aumentaron proporcionalmente.

—Luis. Muy bien, ;qué dijimos que es el valor proporcional? ;Qué dijo ayer
Nancy?

—A4. Lo que aumentaba cada cosa respecto a otra, por ejemplo una caja de
algo cuesta $600 y si quieres saber cudnto cuestan dos va aumentar otros $600 por-

que cada caja cuesta $600.

Si bien los cuestionamientos intentan que los alumnos comprendan el proble-
ma (A ver nifios, aqui el problema ;qué nos dice Reyna?), son modificados cuan-
do deducen lo que ocurre con el aumento del precio (Que estd muy caro, Que
aumentd). Con estas respuestas Luis relaciona las inferencias de los nifios con
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el concepto a estudiar, lo que se hace evidente cuando un alumno expresa van
a salir mds caros, aumentaron proporcionalmente, y aunque el profesor no explica
el significado de la proporcionalidad directa, si lo hace del valor proporcional.

A decir de Brousseau (1995), la respuesta inicial que dan los alumnos sélo
debe permitirles emplear una estrategia de base con apoyo de sus conocimientos
anteriores, pero dicha estrategia deberfa mostrarse lo suficientemente ineficaz
como para que el alumno se vea obligado en un momento dado a realizar mo-
dificaciones para responder a la situacién propuesta. En este sentido, la labor del
profesor en formacién es proponer al alumno una situacién de aprendizaje para
que dé respuesta a una pregunta en donde los conocimientos sean modificados
en funcion a las exigencias del medio.

Desde esta misma perspectiva, lograr que los alumnos asuman la responsa-
bilidad de reconstruir una praxeologia significa también que se acepten ciertas
normas matemdticas del trabajo, en este caso es claro que si el profesor pide
explicaciones sobre lo que se estd estudiando, también expresa que no se pueden
plantear afirmaciones contradictorias y que es necesario dar argumentos de las
propuestas dadas (Sadovsky, 2005).

En los dos casos que son nuestro objeto de andlisis, una de las tareas di-
décticas que suelen gestionarse en el primer encuentro con la praxeologia es
la institucionalizacion del saber formal, esto es, en los momentos del primer
encuentro se explican a priori los significados del objeto matemitico que los
nifios deberfan construir, esta institucionalizacién por lo general se hace para
recuperar los significados de la tarea planteada y es por ello que le llamamos «la
institucionalizacién anticipadar.

«La institucionalizacién a priori le confiere a la tarea una naturaleza parti-
cular al momento del primer encuentro, la devolucién del problema mis que
un primer encuentro representa entonces el inicio de una ostensién»'*> (Aguayo,
2005, p. 286), es decir el alumno identifica el objeto matematico como repre-
sentante de una clase que deberi ser reconocido en otras circunstancias simi-
lares. En este caso, el profesor muestra una praxeologia o una propiedad de la
misma y el alumno lo observa como un espectador que debera identificar dichos
elementos en otras situaciones donde ésta se haga presente.

13. En este tipo de contratos «el profesor muestra un objeto y se supone que el alumno ve en él las nocio-
nes, los conceptos, las propiedades. Lo que el alumno no percibe de primer golpe, lo descubre y aprende
por frecuentacion repetida de las mismas circunstancias» (Avila, 2001, p. 35).
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En el fragmento siguiente puede observarse que Luis intenta gestionar la
solucién colectiva del problema, al parecer quiere provocar que los alumnos
expresen ideas y sugerencias para tomarlas como punto de partida y establecer
conjeturas sobre la tarea. Ademais de expresar sus ideas, a través de estos cuestio-
namientos, los alumnos buscan responder a cuestiones conceptuales vinculadas
con la proporcionalidad. Se podria decir que el docente gestiona el momen-
to del primer encuentro mediante la institucionalizacién de los saberes que se
construyeron en la solucién de una tarea anterior.

—Luis. Vamos a recapitular un poquito lo de la sesién anterior, la del martes
¢se acuerdan? ;Qué hicimos el martes con el problema de las cajas de calcetines
Diego, te acuerdas?

—Diego. Hicimos lo que decia que aumentaba...

—A1. La proporcionalidad.

—Luis. La proporcionalidad ;qué hicimos César?

—César. Vimos que si aumenta una caja iba a aumentar el precio de la can-
tidad, porque si una caja costaba 600 al momento de que aumenta otra caja va a
aumentar otros 600, también vimos lo de juntar cajas.

—Luis. ;:Cémo era lo de juntar cajas Sherlyn?

—Sherlyn. Juntarlas con el dinero.

—Luis. Ah caray ;cémo es eso?

—César. No, es juntar por ejemplo dos cajas del «Cotton» y una caja del
«Mexicano», vefamos su precio y luego lo dividiamos entre tres para saber cuinto
valia una caja.

—Luis. ;Si te acuerdas Oscar que en la sesion pasada revolviamos cajas y saca-
mos el valor de cajas que eran producto de la combinacién de otras?, por ejemplo
¢quién se acuerda cudnto valia la caja «Cotton»?

—A1. 670.

—Luis. ;Y El Mexicano?

—A2.915.

—Luis. ;Y cudnto nos daba la combinacién de una caja «Cotton» y una caja
del Mexicano?

—As. La suma de las dos cajas y luego la dividiamos entre dos.

—Luis. Ya més o menos se estan acordando, muy bien.
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Con el planteamiento de cuestiones como: ;qué se quiere que aprenda con esa
situacion problema?, ¢qué tiene que ver esto «<nuevo» con lo que ya se conocer,
spor qué es importante vincular ambos saberes?, parece que Luis modifica el or-
den de los momentos didéicticos dado que hace una especie de institucionaliza-
cién en el primer encuentro. No obstante, Luis no establece un discurso «sabio»
sobre el significado de la proporcionalidad, sino que lo «devuelve» mediante una
serie de preguntas a modo de mayéutica socrética, lo que le permite retomarlo
como un saber previo para la tarea matemitica que planteard en el momento
exploratorio. Esta situacion resulta favorable dentro del proceso de estudio dado
que permitird en su momento llevar al profesor en formacion a la instituciona-
lizacién del saber formalizado.

Lo anterior permite comprender la idea de Brousseau (1986) cuando afirma
que de alguna manera la institucionalizacién y la devolucién se complementan
en tanto que es ahi donde se reconocen los dos procesos sobre los roles principa-
les del maestro, es decir con la devolucién se le asigna al alumno la responsabi-
lidad de actuar de forma auténoma en la resolucién de la tarea, mientras que en
la institucionalizacién se establecen las relaciones entre las producciones libres
de los alumnos con el saber cultural o cientifico.

En el fragmento enunciado también es posible observar una situacién de
evocacién a partir de la cual los alumnos tienen la oportunidad de discutir los
saberes adquiridos en las problematicas de estudio abordadas en dias previos.
Asi, los alumnos se ven confrontados ante la necesidad de hablar sobre lo que ya
han realizado sin volver a hacerlo, las situaciones que se derivan de la evocacién
ofrecen la oportunidad, a los alumnos que no lo han hecho, de reconstruir en el
momento de la accién los problemas abordados (Sadovsky, 2005).

A partir del anilisis se ha podido observar que la gestién del primer en-
cuentro, en tanto tarea didactica, tiene ciertas dificultades para los profesores
en formacion. Iniciar el proceso de estudio puede tener multiples variantes, en
el caso de José esta dificultad se hizo mds evidente dado que en todas las tareas
que plantea gestiona la «devolucién parcial». Por su parte Luis diversifica este
momento inicial, en algunos momentos recurre a la devolucién con apoyo de
la mayéutica socritica y en otros a la institucionalizacién a priori. Una situacién
favorable es que en ambos casos no se sugiere explicitamente alguna técnica, lo
que indica que este rol se verd determinado en el momento exploratorio. Fi-
nalmente, parece que la devolucién de la tarea es la técnica mas recurrente para
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gestionar el primer encuentro entre la praxeologia, Luis identifica claramente la
necesidad de establecer un momento adidictico para desarrollar el resto de los
momentos de estudio.

7.3.2. MOMENTO EXPLORATORIO. UNA TAREA COMPARTIDA

El momento de exploracién de la tarea y del surgimiento de la técnica es una
parte fundamental del recorrido de estudio, en el caso de Luis la btisqueda inicia
con una técnica rudimentaria que le resulta ttil al alumno en la resolucién de
las tareas, a decir de Chevallard (1999):

Se sefialard que, contra cierta visién heroica de la actividad matemitica, que la
presenta como una serie erritica de enfrentamientos singulares con dificultades
siempre nuevas, lo que estd en el corazén de la actividad matemitica es mis la
elaboracién de técnicas que la resolucién de problemas aislados. A la ilusién mo-
derna del alumno-héroe que supera sin necesidad de lucha toda dificultad posible,
se opone también la realidad indispensable del alumno-artesano laborioso que, con
sus condiscipulos, bajo la conduccién reflexiva del profesor, elabora pacientemente

sus técnicas matematicas (p. 243).

En correspondencia con esta idea, se trata pues de una dialéctica en la que resol-
ver tareas constituye un medio que permite crear y poner en marcha una técni-
ca asociada a las tareas de un mismo tipo, técnicas que posteriormente seran el
medio para resolverlas de modo casi rutinario.

Lo que a continuacién se muestra da cuenta de la manera como Luis ges-
tiona los momentos exploratorios incluidos en el recorrido que experimentd, lo
importante en este andlisis es identificar cémo se establece la interrelacién entre
el alumno y la tarea, ademis de observar el papel que toma Luis en la busqueda
y elaboracién de las técnicas. Cabe sefialar que el grado de dificultad de las tareas
varia en funcion de lo desconocido, la orientacion vy las variantes planteadas, en
tanto el objetivo de los profesores en formacién es que los alumnos progresen
en la solucién de esas tareas.

Cuando se presenta una tarea puede convertirse en una situacién de «cos-
tumbre» que se trabaja bajo la légica de la cotidianeidad del aula o bien puede
convertirse en el preimbulo de conflictos cognitivos que modifican la relacién
entre alumno y profesor. Una tarea entonces constituye una oportunidad para
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que los alumnos se enfrenten a una praxeologia de modo habitual sin generarles
tensiones que modifiquen las condiciones habituales del proceso de estudio.

Como lo sefiala Avila (2001), en las clases de matemdticas es comtn apre-
ciar una nocidén empirista del aprendizaje de la que deriva una forma de gestio-
nar la clase que ha devenido en costumbre, en el caso de aritmética sefiala el uso
de estrategias similares como ostentar, interrogar, ejercitar, repetir, entre otras
y cuando se trata de la proporcionalidad es comiin el uso de tablas y gréficas
para encontrar el valor faltante, es en esta parte donde se intuye lo habitual de
la clase.

Un caso de esta costumbre que se relaciona con el momento exploratorio
es precisamente aquel donde el profesor funge como actor central de la clase al
orientar y sugerir las acciones para determinar la técnica. A partir de las accio-
nes sobre una tabla proporcional, Luis intenta orientar el uso de la regla de tres
como técnica. Este tipo de situaciones en las que el profesor determina las accio-
nes y los alumnos «iguen» indicaciones es un ambiente habitual en la mayoria
de las clases de matematicas.

El momento exploratorio que gestiona Luis utiliza el trabajo individual y
en equipo, al igual que José, su experimentacién evidencia dos orientaciones
para este momento, la primera, mis recurrente, es el trabajo auténomo de los
estudiantes sin la intervencién del docente:

—Luis. Vamos a leer el inciso dos.

—A1. Tomando en cuenta que el precio de los calcetines «Cotton «es de $625,
completa la siguiente tabla.

—Luis. Vamos a llenar la tabla que tienen en su hoja y ahorita lo revisamos.

—As (Trabajan de manera individual en la resolucién mientras la maestra di-

buja la tabla en el pizarrén).

Como se puede apreciar, el profesor lanza la consigna con el apoyo de un alum-
no y simultineamente con la exploracion, elabora la representacion grifica que
los alumnos deberdn completar y que servird para que identifiquen la técnica.
Cabe sefalar que el profesor no muestra indicios de la técnica a utilizar, se in-
clina por una resolucién conjunta de la tarea. Lo anterior da cuenta del vinculo
que Luis establece entre los momentos del primer encuentro y exploratorio, el
primero le permite explorar la tarea de manera grupal para identificar su natura-
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leza, luego da la consigna para la bisqueda individualizada de la técnica, la cual,
posteriormente serd socializada en el momento tecnolégico-tedrico.

De esta manera, lo que permanece en la clase, las reglas de interaccién
social que giran en torno al saber matemitico y la distribucién de responsabili-
dades en un grupo escolar se conceptualizan a partir de la nocién de costumbre
en tanto que esta nocion da cuenta del modo de regulacién del funcionamiento
social de la clase, al tiempo que delimita el dominio de validez del concepto de
contrato didictico. Un profesor puede estructurar su clase sobre ciertos princi-
pios, suponiendo que las definiciones y los conceptos tienen una forma tnica; la
institucional y supone que debe mostrarlos y los nifios captarlos (Avila, 2001).

La segunda orientacién que se da al momento exploratorio es cuando Luis
participa en la busqueda de la técnica, interviene con ciertas interrogantes
cuando los estudiantes trabajan en equipo. Durante el momento exploratorio
la intervenciéon que pueda realizar el profesor es determinante para orientar
a los alumnos ante las dificultades de comprension de la tarea o la seleccion y
elaboracién de una técnica, no obstante, el profesor no siempre tiene el control
total de la tarea, cuando la praxeologia expresa ciertas irregularidades que son
detectadas por los alumnos, como se puede ver en el siguiente fragmento, la
clase tiene un deslizamiento cognitivo.!*

—Luis. Bien ahora, con base en el problema, vamos a contestar las siguientes
preguntas en nuestro cuaderno, realizando las operaciones que necesiten.

—As. (Trabajan en equipos) Al dia, la fibrica vende 300 cajas. Si por cada 5
cajas de calcetines «Cotton» se venden 2 cajas de calcetines «El Mexicano», ;cudntas
cajas de calcetines «Cotton» venden al dfa?

—Eq1. Maestro, pero te sobran seis o te falta uno.

—Luis. ;Por qué?

—César. Porque son 7, 5 del «Cotton» y 2 del Mexicano, entonces para llegar
a 300 y 300 dividiendo entre 7, no se puede de siete porque sobran seis o te faltarfa
uno, tendrian que ser 301 o 294.

—Luis. A ver higalo, demuéstrelo.

—Eq.1. ;:No importa que sobre?

14. Para Brousseau (1986) el deslizamiento cognitivo se presenta ante el fracaso de una actividad de ense-
flanza, es decir cuando el profesor muestra sus propias explicaciones como objetos de estudio, en lugar del
verdadero conocimiento matemadtico.
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—Luis. O no importa que lo hagan en decimales.

—Eq.1. Pero no se pueden hacer en decimales porque estin en unidades.

—Luis. Podemos vender cajas y media, como lo hicimos ayer, ;o0 no se podraz,
ayer deciamos de 700 milésimas de partes de una caja, 4/5 de una caja, ;cierto?.
Piénsenlo.

(Después de un tiempo de trabajo en equipo, se inicia la validacidn).

En este caso la intervencién de Luis parte de las inquietudes de los alumnos del
equipo 1, quienes identifican la falta de precision en la tarea, sefialan implicita-
mente que 300 no es multiplo de 7. Al observar la tarea es posible identificar que
el contexto «cajas de calcetines» rompe con una de las razones de los sistemas de
proporcionalidad, la necesidad matemitica o 16gica, que las cajas de calcetines
de cada tipo coincidan con las cajas que se venden al dia, situacién que numé-
ricamente no es posible con magnitudes enteras.

Durante el momento exploratorio un equipo identifica la contradiccion,
incluso justifica la dificultad de cumplir con esa tarea, a pesar de ello encuentran
dos resultados (301 y 294) no satisfactorios para Luis quien los orienta hacia el
uso de decimales o fracciones para dar una aproximacién mds exacta a las 300
cajas que se venden por dia. También intenta establecer una evocacién cuando
Luis les recuerda que han trabajado con 700 milésimos de una caja y 4/5 de una
caja.

La interaccién entre Luis y el equipo permite la devolucién de la tarea,
misma que genera un debate en el que los argumentos de los alumnos se basan
en razones que derivan de sus técnicas y del contexto de la tarea, asi cuando Luis
solicita justificaciones, éstas provocan la ruptura del proceso de estudio porque
los alumnos ponen en duda la pertinencia del contrato didactico en el que el
profesor tiene la respuesta a todas las tareas.

A partir de lo observado, se puede identificar lo que Brousseau (1998) de-
nomina deslizamiento cognitivo que aparece cuando una actividad de ensefian-
za ha fracasado y para continuar su proyecto de ensefianza, el profesor insiste en
trabajar sobre un objeto matemitico descontextualizado.

En términos generales, el momento exploratorio que buscaba un desarrollo
progresivo de la técnica y la generacién de técnicas relativamente nuevas, se
gestiond con diferentes modalidades: una en la que los alumnos buscan la téc-
nica sin intervencion del profesor, otras en las que los alumnos reproducen los

274



gestos que el profesor realiza frente a la clase, algunas mis donde la evocacién y
la aplicacién y el control resultan relevantes para resolver la tarea y otras donde
Luis establece una postura més activa para gestionar la justificacién de ciertas
técnicas o incluso para «devolver» la responsabilidad en la resolucién de la tarea.

7.3.3. El momento tecnoldgico-tedrico. Las dificultades de justificar la técnica

En este momento didactico la tecnologia es un discurso racional sobre la técnica
cuya funcién es justiﬁcarla racionalmente para asegurar que permita un buen
desempefio en las tareas de cierto tipo, sin olvidar que dicha racionalidad varia
respecto a una institucién determinada (Chevallard, 1999).

Durante la gestion del momento tecnoldgico, se observaron diferentes ac-
ciones que corresponden con las funciones de la tecnologia, desde la justifi-
cacién de la técnica hasta explicarla, hacerla inteligible y esclarecerla, esto es
exponer ;por qué hace bien lo que tiene que hacer? y una tercera funcién que
se enfoca a la produccién de técnicas.

Para analizar las funciones del discurso tecnolégico, seguimos la postura
de Castela y Romo (2011) con el propésito de identificar aquellas que fueron
gestionadas por Luis durante este momento de estudio. Entre los saberes que
se hacen presentes en las seis funciones de la tecnologia, algunos se encuen-
tran asociados a una teorfa matematica mientras que otros se desprenden de la
practica matemdtica validada en un contexto empirico, estas consideraciones se
muestran en varios fragmentos de clase donde se manifiestan diferentes tipos de
funciones.

Una de las funciones que pudo apreciarse fue la «descripcion de la técnicar,
en ésta destaca el papel del discurso descriptivo con el vocabulario necesario que
en su momento serd de utilidad para el proceso de emergencia, institucionaliza-
cién y transmision de una praxeologia (Castela, 2008). Esta funcién se observa
en el siguiente fragmento:

—Luis. Lee el problema Sherlyn.
—Sherlyn. ;Cudntas cajas en cada caso serin si s6lo se quieren comprar $700
de calcetines?'?

—Luis. Ok ;c6mo le hicieron?

15. Tomando en cuenta que el precio de los calcetines «Cotton» es de $625 y del <Mexicano» es de $885.
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—Sherlyn. Dividimos $700 entre $885 que es el precio del mexicano y nos
dio 0.7.

—Luis. ;Y 0.7 qué es?

—ALl. ;Son lo que le sobra?

—Luis. ;Y luego?

—Sherlyn. (sigue desarrollando la divisién y multiplica 885 x 9 para encontrar
el ndmero faltante en el cociente, le da 0.79).

—Sherlyn. Da 0.79 y éste ya seria el resultado del calcetin El Mexicano.

—Luis. ;0.79 que?

—Sherlyn. Eh.. ;Pesos?

—Luis. Centésimos de caja. Muy bien, vamos a ver el siguiente con Nancy,
¢t cémo le hiciste?

—Nancy. Para el Cotton es igual se va dividir 700 entre 625 y va a salir 1.12.

—Luis. Ok siéntense.

En el fragmento anterior se observa que Luis gestiona un discurso tecnolégico
para la descripcidn de la técnica, cuando pregunta ;cémo le hicieron?, con un
vocabulario matemitico los estudiantes enuncian la divisién entre el costo de
las cajas y el precio unitario segtin el tipo de calcetines. Esta situacién da cuenta
de la comprension semidtica de las estructuras multiplicativas y su descripcion,
aunque no asi del significado de los datos encontrados, dado que cuando Luis
cuestiona sobre el significado de 0.79 como cociente de la division, Sherlyn res-
ponde que se trata de pesos en tanto que la division alude a $885 o $625 entre
$700. Luis corrige la respuesta al sefialar que el cociente corresponde a centési-
mos de caja pues en realidad se trata de una regla de tres simplificada donde una
caja cuesta $625 por ejemplo, y el dato desconocido es el nimero de cajas que
se obtienen con $700.

Mediante estas acciones Luis no logra que los alumnos justifiquen la técni-
ca, s6lo se limita a preguntar cémo le hicieron, la confusién sobre el significado
del cociente habria permitido discutir la aplicacién de la técnica para tratar de
evitar errores semdnticos, sin embargo dicha funcién no se hace presente, lo
que representa una de las principales dificultades en el desarrollo del momento
tecnoldgico durante la experimentacién del REL Cabe sefialar que la descrip-
cién de la técnica se hizo presente en todo el momento tecnolégico de las di-
versas tareas planteadas, no obstante, Luis gestiond otro tipo de funciones de la
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tecnologia, como la explicacién de la técnica, donde los alumnos expresan la
comprensién de las causas de la técnica, es decir ;por qué ésta hace bien lo que
se espera que haga?, un ejemplo de este caso se muestra a continuacion:

—Luis. Bien vamos a revisar lo que hicieron en la tabla, Diego explicanos lo
que hiciste.
(Se revisa la tabla que previamente se habia dibujado y se retoma la indicacién:
Tomando en cuenta que el precio de los calcetines «Cotton» es de $625, completa

la siguiente tabla).

Numero de cajas 1.5 6

Precio por caja 937.5 1875 2812.5

—Diego. Bueno aqui dice que de 1.5 da 937.5 el precio o sea que es de una caja
y media entonces si lo dividimos nos va a dar 625.

—Luis. ;Qué dividimos y por qué?

—Diego. 937.5 entre 1.5 y nos da 625 y al multiplicarlo por tres nos da 1875
pero como aqui sélo nos da este valor (se refiere a 1875) entonces se divide entre
625y nos da tres por lo que se pone aqui el tres (sefiala en la tabla donde se ubicaria
el 3), y acd 4.5 nos va a dar si dividimos 2812.5 entre 625 lo que nos da 4.5, en la
tiltima parte ahora si nos da el valor aqui (se refiere al 6) dice que 625X6 el resultado

que nos da es 3750. La tabla queda as:

Numero de cajas 1.5 3 4.5 6
Precio por caja 937.5 1875 2812.5 3750

—Luis. ;Te queda claro Michael? ;Qué es lo que hizo Diego para encontrar
los valores de la tabla? A ver César levantaste la mano ;qué hizo Diego para sacar
los valores de la tabla?

—César. Sumo.

—Luis. ;Qué sumé?

—Diego. Los precios.

—Luis. Pero ah{ nos dice un valor unitario

—César. ;Mande?

—Luis. ;Pero donde estd el valor unitario?
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—As. No responden.

—Luis. ;O sum6 qué?

—As. Las cajas y los precios.
—Luis. A ver como, pasenle.

—César. Es que, en lugar de sumar, multiplicé el precio por el nimero de cajas.

En este fragmento se observa que no sélo se plantea la descripcion de la
técnica. Luis solicita a Diego que explique cémo le hizo (Diego dice que
dividié 937.5 entre 1.5) pero al cuestionar ;qué se divide y por qué?, Diego
explica paso a paso la técnica en la que aparece el 625 como valor unitario.
Cuando Luis pregunta sobre su significado, la comprensién de la técnica se
hace presente, César explica que en lugar de sumar se multiplica el precio por
el nimero de cajas, lo que llevaria a retomar la idea del valor unitario como
operador, esta situacion era la que Luis intentaba deducir con los alumnos al
preguntar sobre dicha técnica.

En el caso de Luis la gestién de la tecnologia llevaba a los alumnos de ma-
nera progresiva a profundizar mis en la explicacion de la técnica, pero ademds a
motivarla junto con los gestos que la componen, este hecho llevé a los alumnos
a mostrar gradualmente el dominio, comprensién y aplicacién de una técnica
en particular:

—Luis. A ver el primer problema, ;cudl es el costo de 4/5 de calcetines «Cot-
ton» y de 4/5 de calcetines El Mexicano?, ;cémo le hiciste Sherlyn?

—Sherlyn. tomando en cuenta que el precio de los calcetines «Cotton» es de
$625 entonces para saber se divide 625+5 y me da 125.

—Luis. ;Por qué entre cinco?

—Sherlyn. Por la fraccién que son quintos.

—Luis. Y luego ;qué hiciste con los 125?

—Sherlyn. Lo multipliqué por cuatro.

—Luis. ;Por qué por cuatro?

—Sherlyn. Porque asi nos dice la fraccion.

—Luis. ;Si estdn de acuerdo los demas?

—As. Si.

—Luis. ;Y del mexicano no lo sacaste? ;4/5 del Mexicano, se hace igual o se

hace diferente?
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—As. Diferente.

—Luis. Porque diferente.

—Sherlyn. Por el precio, porque del Mexicano es 885.

—Luis. ;Qué tendria de diferente?, ;cudl es el precio del mexicano?

—As. 885.

—Luis. A ver hazlo Reyna.

—Reyna. (Divide 885 entre 5 y le resulta 177 que multiplica por cuatro, para
obtener finalmente 708).

—Luis. ;Es cierto que es 7087

—Diego. Si, porque dice que son quintos, entonces 5 es el denominador y
asi te dice en cudntas partes vas a dividir, entones dividi 625 entre 5 y me dio 125
que multiplico por cuatro, cuatro es el numerador que nos aparece en el problema
y es el que te dice cudntas partes vas a agarrar de todas las partes en que se partié.
Cuando multiplico por cuatro me da 500.

—Luis. César, ;por qué dividen entre cinco y multiplican por cuatro? En lugar
de hacerlo al revés.

—César. Porque si lo hacen al revés no nos saldria la cantidad, y el cinco es el
denominador y es el nimero de partes en que se divide y el cuatro es el numerador

y es el niimero de partes que se va a tomar.

Como se puede apreciar, la gestién del momento tecnoldgico inicia cuando
Luis pregunta a Sherlyn ;por qué hacer una division entre cinco?, ella responde
que esto se debe ala fraccion planteada en la tarea, si bien esta alumna sefiala que
para encontrar el costo de los 4/5 de la caja de calcetines «El Mexicano» es dife-
rente, su argumento distingue los precios de ambos tipos de calcetines mis que
a la técnica (valor unitario como operador fraccionario). Lo que estd haciendo
Sherlyn es explicar la técnica.

Para profundizar en la comprensién de la técnica, Luis valida con el resto
del grupo la motivacién de la misma al preguntar si la explicacién de Sherlyn
era correcta, ante ello César enuncia las etapas de la técnica al resolver la tarea de
modo heuristico, es decir explicitando los principios y reglas que le subyacen,
con lo que se identifica ;para qué se hace tal procedimiento?, ;cuil es su efecto
y qué pasaria si no se hace de esa manera? Con este tipo de gestién Luis ha per-
mitido experimentar un momento tecnolégico que a decir de Castela y Romo
(2011) deriva de una prictica matematica validada en un contexto empirico,

279



implicitamente también se desprende de una teoria basada en las fracciones y
los ntiimeros racionales positivos, de manera particular en las operaciones que le
subyacen.'®

Durante la experimentacién de Luis se observé la gestion de tecnologias
cada vez miés elaboradas y la interaccion de las mismas durante el proceso de
justificacién de las técnicas, al parecer mientras mds compleja era una tarea Luis
buscaba la validacién de una técnica o el surgimiento de otras diferentes, tal
como se observa en el siguiente registro:

—Luis. Nancy haga el favor de leer la primera pregunta.

—Nancy. Al dia la fabrica vende 300 cajas. Si por cada 5 cajas de calcetines
«Cotton» se venden 2 cajas de calcetines «El Mexicano» ;Cudntas cajas de calcetines
«Cotton» venden al dia?

—Luis. Alvaro pisele y expliquenos.

—Alvaro. Es que yo lo converti, lo multipliqué por seis (20X6 =120 y 30X6
=180).

—Luis. ;Por qué por seis?

—Alvaro. Porque es mis de la mitad de los otros calcetines, bueno de los cal-
cetines «Cotton».

—Luis. A ver si dice que por cada cinco cajas de uno se venden dos del otro,
scudntas cajas deberfan de ser de cada uno si se vendieron 300 cajas? y ;cudnto sali6
de resultado?

—Alvaro.120 de uno y 180 del otro.

—Luis. ;Y por qué multiplicé por 20 y por qué 30?

—Alvaro. Porque eran dos cajas y de los otros eran tres y ya le agregué un cero
y luego ya multipliqué.

—Luis. ;Est4 correcto lo que hizo Alvaro?

—As. No.

—Luis. ;Por qué estd mal?

—César. Porque son 300 cajas y no es el procedimiento correcto.

—Luis. Vamos a ver otro procedimiento pisele Sherlyn.

16. «La situacion que permite entender mejor el sentido del producto de racionales es la particion de un
todo plural, un todo que se compone de una coleccién de objetos homogéneos» (Godino, 2004, p. 115).
En el caso de la tarea planteada por Luis se trata de dos cantidades (625 y 885 pesos), identificar el precio
de 4/5 de cada caja implica descomponer las magnitudes en cinco subconjuntos de 125 y 177 respectiva-
mente y multiplicarlos por cuatro para obtener el valor de la fraccién.
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—Sherlyn. Escribe 5+2=77 Primero sumé las cinco cajas de calcetines «Cotton»
con las dos cajas de calcetines «El Mexicano».

—As. Pero no son 77.

—Sherlyn. (Borra un 7 para dejar 5+2=7) y luego al 300 lo dividi entre siete y
sale 42.85, ese 42.85 lo multipliqué por cinco que eran los calcetines «Cotton» y ya
me dio 214.25

—Luis. Entonces tii crees que fueron 214 calcetines «Cotton» ... cajas y si en-
tonces 42.85 son la cantidad total de cajas, ;por qué te sale mds? A ver César gestd
bien Sherlyn?

—César. No maestra porque aqui le puso otro resultado.

—Luis. A ver César explica lo que td hiciste.

—César. Es que como son 300 cajas y son cinco cajas del «Cotton» y dos del
Mexicano entonces la sumé y me da siete, 300 cajas que son entre siete me da 42.85.

—Luis. ;42.85 qué es?

—César. Es un namero... ;O cémo?

—Luis. ;Pero qué representa el nimero?

—César. Ah. O sea... una parte de... como del «Cotton» porque se divide
entre siete que es el total, luego se multiplican 42.85 X 5 que es del «Cotton» que
son 214.25.

—Luis. A ver gsi estd bien Cesar? Este... Diego.

—Diego.

—Luis. ;Estd bien lo que hicieron César y Diego?, Pero sélo me dieron una
aproximacién del «Cotton», entonces ;cudl serfa el del Mexicano?

—As. El resto.

—Luis. A ver pasen a comprobarlo con una operacién.

—César. (Escribe 42.85 X 2 = 85.7).

—Luis. Y si los sumamos ssi nos da 300?

—César. (Suma 214.25+85.70 = 299.95).

—Luis. ;Por qué crees que nos sale una cifra diferente Nancy?

—César. Porque es un aproximado.

—Luis. Porque es un aproximado, ssi estin de acuerdo? A ver César, Diego y
Sherlyn, lo que hicieron fue sumar las cajas 5 + 2 y dividieron el total de cajas del
dia entre el total de cajas y luego esa parte, ese valor ;qué serfa?, ;Cémo llamarfa-
mos a este valor?, ;qué serfa el resultado del niimero total de cajas entre el niimero

de cajas?
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—As. ;La proporcionalidad?

—Luis. ;Si serd la proporcionalidad como dice Michael?, Bueno ésta después
la vamos a ver, entonces luego lo multiplica por cinco que es el nimero de cajas y
luego por dos ;cierto?, :Si entienden porque lo hicieron asi?

—A1. Multiplicaron las cajas.

—Luis. Si, multiplicaron las cajas.

En este fragmento se puede ver que Alvaro describe la técnica y aunque me-
diante cuestionamientos el profesor pretende facilitar su aplicacién para evitar
errores, el alumno no comprende la tarea ni cémo emplear los datos en la multi-
plicacidn, pero si plantea la necesidad de que la suma le de 300 por eso busca un
factor comtin (6) que multiplicado a ciertos nimeros le permitan cumplir con
esa condicién, aunque no tenga argumentos claros para justiﬁcar esa técnica.

Recordemos que en el momento anterior se presentd una discusiéon donde
se planteaba la dificultad de obtener un dato preciso en funcién del contexto
de la tarea (cajas de calcetines). Al hablar de una venta de 300 cajas con una
razén de 5 cajas de «Cotton» a 2 cajas «El Mexicano», los alumnos argumenta-
ron que no era posible establecer dicha relacién porque el 300 no era multiplo
de siete y no saldria una cantidad exacta, no obstante el profesor sugiri6 el
uso de niimeros decimales para la solucién, entonces los alumnos optaron por
emplear una técnica basada en decimales como lo expresan Sherlyn y César,
quienes implicitamente recurren a una regla de tres dividiendo 300 entre 7 y
luego multiplicando por 5 y 2 respectivamente o bien al realizar una de las dos
multiplicaciones igualan la cantidad faltante a 300 o expresan un aproximado al
obtener 299.95. Las preguntas de Luis piden la explicacién y la validacién de la
técnica al preguntar sobre el significado de los datos, ademas también se observa
que solicita la evaluacién de la técnica cuando pregunta ¢Pero sélo me dieron una
aproximacion del «Cotton», y entonces jcudl seria el del «Mexicano»?

La evaluacién de la técnica se expresa al sefialar que se trata de una aproxi-
macién con ntimeros decimales derivada de cierta dificultad en el contexto de
la tarea cuyas magnitudes eran enteras. Esta evaluacién permite comprender el
campo de eficacia y los limites de la técnica en comparacion con otras dispo-
nibles, como el uso de un modelo tabular que permitiera ver la razén que se
estableceria entre 5 y 2 cajas de diferente tipo.

A lo largo de la experimentacién del REI, se hizo mas explicita la gestion
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del discurso tecnoldgico por parte de Luis, al inicio las tareas se desarrollaron a
partir de la descripcién y explicacién de las técnicas empleadas, no obstante para
la gestién del momento tecnolégico la interaccién de Luis con los estudiantes
se volvié mas profunda, casi siempre basada en una mayéutica socratica. Esto se
muestra en el siguiente fragmento.

—Luis. Tomando en cuenta que la caja de calcetines «Cotton» cuesta $670 y la
caja de calcetines «El Mexicano» cuesta $915. ;Qué cantidad de calcetines de cada
clase debe de contener una caja que tenga un valor de $800? Alvaro explicanos
c6mo le hiciste.

—Alvaro. Primero dividi los 915 entre 8 porque es el costo de los calcetines del
Mexicano y lo que me sali6 (114.3) lo multipliqué por siete y me sali6 800.1

—Luis. ;Por qué lo dividiste entre ocho?

—Alvaro. Porque por cuatro salia muy alto y le multipliqué por 2 el cuatro.

—Luis. ;Y el otro?, ;por qué lo multiplicas por siete?

—Alvaro. Porque era el que mis se acercaba al niimero.

Como se puede ver, Luis pide la explicacién de la técnica al preguntar la razén
por la cual Alvaro utiliza la divisién y la multiplicacién con ciertos nimeros,
esta gestion permite deducir que el alumno hace aproximaciones para acercarse
a la cantidad planteada ($800), no obstante Luis deja de cuestionarlo para con-
frontar su técnica con la de otros estudiantes.

—Luis. Nancy muéstranos ahora tii para compararlo con el de Alvaro.

—Nancy. El problema dice que son 800 y pregunta ;cuintas cajas son? dividi
esos 800 entre el precio (670) y me dio 1.19 que es del «Cotton», luego para el
«Mexicano» dividi 800 entre 915 pero como no cabia agregué un cero y me salié
0.874, luego sumé lo que me salié del «Cotton» y lo que me salié del «<Mexicano»
(1.19 + 0.874) de eso el total fue 2.064, después para comprobar multipliqué 1.19 X
670 = 797.30 y para «El Mexicano» multipliqué 0.874 X 915 =799.71.

—Luis. Entonces tii dices que si sale $800 una caja.

—Nancy. Bueno es que todavia sigue, pero como ya no me cabia lo dejé asi.

—Luis. A ver terminalo.

—Nancy. (coloca més cifras decimales a las divisiones que habia hecho).

—Luis. Si quieres hasta ahi.
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En la presentacién de otra técnica (ver fragmento siguiente), Luis pide la expli-
cacién y la validacién cuando pregunta a Nancy si estd de acuerdo en que una
caja cuesta $800, con ello intenta que la alumna comprenda que su técnica s6lo
permite identificar el niimero de cajas del mismo tipo (con valor de $800), en
otros términos lo que Nancy realiza es una regla de tres con cajas de un mismo
tipo de calcetines (1 caja de calcetines «Cotton» es a $670 ;cudntas cajas de este
tipo de calcetines serdn de $800?). No obstante, la gestion que realiza Luis tiene
dificultades para identificar el proceso y mds ain para evaluar si la técnica es
eficiente, hecho que trata de superarse al solicitar a otro alumno la descripcién
de su técnica ante una tarea similar.

—Luis. Diego continta leyendo la siguiente parte por favor.

—Diego. De forma individual se pide contesten las siguientes preguntas con
base al primer problema ;Se puede armar una caja con un valor menor de $670?
¢Por qué?

—As. Si.

—Luis. A ver una caja que sea combinacién de ambos calcetines que tenga un
valor menor de 670, sse podrd? ;Por qué?

—Diego. Se puede dividir y sacar cudnto es de cada uno, por ejemplo si te
piden tanto de uno y tanto del otro y ya nomds ves cuinto es el total.

—Luis. A ver acuérdese que las cajas nuevas que estamos creando son combi-
nacién de una caja que vale $670 y una caja que vale $915 ;si se puede hacer una
caja que esté combinada que valga menos de 670?

—Diego. Si.

—Luis. A ver pisale y ponlo ahi.

ediante esta accidén Luis pretende que los alumnos comprendan que se trata
Mediante est Luis pretende que los al prendan q trat
de cajas combinadas de calcetines «Cotton» y «<El Mexicano», pero ademds busca
que identifiquen los precios de ambos tipos de cajas que determinan el rango del
precio de las cajas combinadas, para ello pide a Diego que explique su técnica:

—Diego. Por ejemplo, agarrd la mitad de una caja de la més pequefia que es
335 que equivale al 50% del precio de la caja (Cotton) Y 305 que es un tercio (es-
cribe 33%) del precio de la otra caja, al hacer la suma da 640.

—Luis. ;Si est bien lo que dice Diego?
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—As. Si.

—Luis. ;Pero eso si es una caja o es una parte de una caja?, ;qué porcentaje
debemos tener para que sea una caja?

—Diego. 100%.

—Luis. ;Y ese es un 100% Diego?

—Diego. No.

—Luis. ;Entonces es una caja?

—Diego. No... 670, si usted quiere que la caja tenga 640 entonces si es menor
que un entero.

—Luis. No, pero yo quiero una caja, ;se puede o no se puede? No le hace que
sea 669, ¢si se puede?

—Diego. Si quiero una caja con un valor determinado....

—As. Una regla de tres.

—As. 670 por 50 entre el precio de la caja

—Luis. Pero tiene que dar el 100%.

—As. ;Cémo le hago?

—Diego. A ver es que digame ;cudl es el 100% que usted quiere?

—Luis. Aqui la suma de esto (se refiere al 50%+33%) te da 83% te falté un 17%.

—Diego. Este es el 33% no tiene relacion con el otro, tiene relacién respecto al
precio de los otros calcetines (se refiere a los calcetines «El Mexicano»).

—Luis. Si, pero si juntamos el 50% de una caja y el 33% de otra caja no com-
pletamos una caja.

—Diego. A ver si este es el 100% (escribe 640) y lo dividimos entre 335 (realiza
la divisién) y nos da un total de 1.9 veces y si esto lo convirtiéramos a porcentaje y
le sumamos lo que genera el otro de porcentaje entonces nos darfa el 100%.

—Luis. ;Por qué nos darfan 100%?

—Diego. Porque serfa nuestro entero (se refiere a 1.9) y si se tiene una parte y
se le suma la otra nos da este total y parece 100% porque cada uno tiene su valor en

fraccidn y con esto si nos da el 100%.

En este fragmento se aprecia la funcién explicativa del discurso tecnolégico
al identificar que la técnica produce un efecto determinado asociado con el
porcentaje, los cuestionamientos hechos por Luis permiten a Diego establecer
proporciones de un tipo de cajas con otro (50%+33%), si bien la suma de estos
porcentajes no lleva al 100% porque se pide una combinacién con un valor
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menor ($640) al de las cajas mas baratas ($670), Luis gestiona la evaluacién de la
técnica para dar cuenta de su pertinencia, eficacia y limites para el propdsito de
la tarea, ante las dificultades en su comprensién opta por cuestionar a los alum-
nos sobre el razonamiento solicitado.

—Luis. Fijense bien, si decfamos que no podemos formar cajas combinadas
menores de $670 porque no quedarfan completas, entonces ;qué pasaria si quere-
mos una caja que cueste mis de $915?

—As. Dividimos las dos y las sumamos.

—Luis. ;Cudnto cuesta la caja mds cara?

—As. 915.

—Luis. ;De qué es esa caja?

—As. De calcetines «El Mexicano».

—Luis. ;Y si ya dijimos que no podemos armar cajas menores de 670 porque
son incompletas que pasa si queremos cajas de mds de 915?

—]Jests. Tampoco se puede.

—Luis. ;Por qué no se puede Jestis?

—Jests. Porque se pasa.

—Luis. ;Cémo que se pasa?

—]Jests. Si de 915 y ese es el més caro.

—Luis. Bien ssi entendieron todos?

—As. Siii.

A partir de las funciones del discurso tecnolégico solicitados (descripcion, ex-
plicacién y evaluacién), los alumnos logran comprender el valor minimo vy el
maximo que puede tener una caja combinada con ambos tipos de cajas («Cot-
ton» y «El Mexicano») y a pesar de que las magnitudes enteras provoca ciertas
inquietudes en los alumnos porque sus técnicas no corresponden con la 16gica
social y funcional de la tarea (como el uso de decimales y porcentajes), la ges-
tién tecnoldgica de Luis permitié que al final los alumnos dieran una respuesta
acertada a los planteamientos.

En el caso de la gestion de Luis se observa un mayor ntiimero de funciones
del discurso tecnolégico-tedrico, la descripcion de la técnica aparece de manera
recurrente pero s6lo al inicio del momento tecnolégico dado que conforme se
avanza en la discusion de las técnicas se gestiona la validacién, la explicacién, la
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motivacion, la facilitacién de la aplicacion de la técnica y sobre todo la evalua-
ci6én de la misma.

7.3.4. La institucionalizacion progresiva

La institucionalizacién tiene como proposito preservar el conocimiento y ga-
rantizar su permanencia a través del tiempo, de manera particular en los salo-
nes de clase. Este momento opera con una versién de los saberes escolares que
provienen de una fuente de conocimiento escolar, los libros de texto y los pro-
gramas de estudio en los cuales se plasma un enfoque de ensefianza que se hace
presente en las diversas actividades matemiticas desarrolladas por el profesor
(Castafieda, Rosas, Molina, 2012).

Como se ha sefialado, desde la perspectiva de Brousseau (1988), la insti-
tucionalizacidén constituye un momento esencial en la transformacion de los
conocimientos en saberes, es aqui donde el profesor necesita identificar aquello
que han realizado los estudiantes para describir lo que ha pasado y dar un estarus
al conocimiento, de manera que a partir de lo que hicieron alumnos y profesor
con el objeto de estudio se pueda llegar a una doble consideracién: como objeto
de ensefianza por parte del profesor y como objeto de aprendizaje por parte del
alumno.

En este sentido, cuando el alumno se enfrenta a una tarea encuentra un
conocimiento, pero esto no es suficiente para lograr el aprendizaje, es necesario
que esos conocimientos sean etiquetados como saberes socialmente reconoci-
bles, que se presenten en un espacio teorizado de los fenémenos de ensefianza
propios de la institucién en la que ese saber «se estudia» y que se reconozcan los
limites de su estudio. Bajo este argumento, enseguida se presentan fragmentos
de clase en los que Luis gestiona momentos de institucionalizacién para hablar
de la convencionalidad de un objeto matematico.

—Luis. ;Cémo se llamard la relacién que existe entre el costo de la caja y el
nimero de cajas?

—Nancy. ;Proporcionalidad?

—Luis. ;Y qué serd la proporcionalidad?

—A1. La igualdad.

—Luis. ;La igualdad de qué?

—AT1. Eh...de (no dice nada).

287



—A2. La igualdad de la caja.

—Luis. ;De la caja, igualdad de la caja?

—César. Es como la regla de tres, mmm por ejemplo...

—A1. Perros con perros gatos con Gatos.

—Luis. A ver ;cémo es eso?

—A2. Dice que ordenar los perros con los perros y los gatos con los gatos

—A1. En el problema el precio con los precios.

—A3. Poner lo que se debe... por decir dinero con dinero.

—Luis. O sea que no podemos revolver el dinero, el costo, con el nimero de
cajas.

—Michael. O revolver el dinero con el niimero de personas.

—Luis. ;Eso es una proporcionalidad?

—As. Si, parecido.

—Luis. A ver César ;qué es la proporcionalidad?

—C. ;La proporcionalidad? Comparar, por ejemplo si tienes una caja y otra
caja y una caja cuesta 625 por otra caja va aumentar el precio porque van a ser dos
cajas entonces aumenta el precio por el niimero de cajas. Es como las multiplica-
ciones.

—Luis. Ah, a ver la proporcionalidad es como las multiplicaciones ses cierto
Nancy? A ver digame qué es la proporcionalidad usted que lo dijo.

—Nancy. Son comparaciones por ejemplo en una caja su precio es de $625 por
tres cajas son $1875.

—Luis. Entonces ;cudl es la funcién del valor proporcional que decias hace
rato?, scudl es su funcién en esta tabla?

—Nancy. Que tengo que ir comparindolo para ver qué nimero puede llegar

alo que es el equivalente.

Puede verse que durante este momento de institucionalizacién Luis se apoya

en el trabajo con el discurso tecnolégico-tedrico, porque al parecer hay una

aproximacién a la Teorfa de las Razones y Proporciones desde la explicacién y

justificaciéon que hacen los alumnos sobre el significado de la proporcionalidad,

en este fragmento se observa el uso de elementos como la multiplicacion, el

valor proporcional, la regla de tres y la variacién proporcional (si aumenta el

ntimero de cajas aumenta el costo a pagar).

Si bien es cierto que Luis no establece un cierre donde puntualice for-
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malmente el concepto de proporcionalidad y de aquellos que le circunscriben,
recurre a lo que para ese grupo social significa tal concepto y a partir de los
conocimientos planteados por los alumnos, cierra la tarea. Esta idea muestra lo
que Chevallard (1999) sefiala sobre el proceso de reconstruccién de una OM, es
necesario institucionalizar progresivamente los elementos matematicos consi-
derados por una comunidad de estudio o por una institucién, para distinguirlos
de aquellos que sirven sélo como instrumentos auxiliares de la construccién.

En otro tipo de institucionalizacién, Luis no explica un concepto matemi-
tico sino la relacidn que se establece entre las magnitudes implicadas en la tarea,
al igual que en el ejemplo anterior se basa en los conocimientos de los alumnos
para establecer un saber sobre una técnica que valide los resultados discutidos
en el momento tecnolégico-tedrico, el término del porcentaje es retomado para
confirmar los rangos minimo y maximo que pueden darse entre los precios de
las cajas combinadas de calcetines:

—Luis. Muy bien entonces no podemos formar cajas que cuesten menos de
670 porque eso cuesta la caja mds barata sino la caja quedaria incompleta, ahora ;se
puede armar una caja con un valor superior a $915?"

—As. (No contestan).

—Luis. Fijense bien, si decfamos que no podemos formar cajas combinadas
menores de $670 porque no quedarian completas, entonces ;qué pasaria si quere-

mo

)

una caja que cueste mds de $915?

—As. Dividimos las dos y las sumamos.

—Luis. ;Cudnto cuesta la caja mds cara?

—As. 915.

—Luis. ;De qué es esa caja?

—As. De calcetines «El mexicano».

—Luis. ;Y si ya dijimos que no podemos armar cajas menores de 670 porque
son incompletas ;qué pasa si queremos cajas de mis de 915?

—]Jests. Tampoco se puede.

—Luis. ;Por qué no se puede Jestis?

—Jests. Porque se pasa.

17. La tarea consistia en armar cajas combinadas con las cajas de diferente tipo, la més barata con un costo
de $670 y la mds cara con un precio de $915. La intencién de Luis era que los alumnos identificaran el
rango del precio que se tendria que pagar en cajas de calcetines combinadas.
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—Luis. ;Cémo que se pasa?

—]Jests. Si, de 915 y ese es el mis caro.

—Luis. Bien gsi entendieron todos?

—Luis. No podemos armar cajas més baratas de lo que cuesta la caja del «Cot-
ton» que es de 670 y no podemos armar cajas mds caras de lo que cuesta la caja del
«Mexicano» que es de 915, acuérdense de lo que hizo Diego con los porcentajes,
no alcanzibamos el 100%, faltaba. Entonces no es posible armar una caja que tenga
un valor menor o mayor al precio de las cajas, por lo que tiene que estar siempre
dentro del rango establecido, es decir entre 670 y 915 puesto que 670 es una caja
completa del calcetin més econémico y un menor precio significa una caja de ese
mismo calcetin pero incompleta. Lo mismo sucede con el de mayor costo, pero si

es mas de 915 seria mas de una unidad.

En este momento de institucionalizacién Luis, recurre a la mayéutica socrética
para solicitar la justificacién de los argumentos que esgrimen los alumnos y al
igual que el profesor José, pretende formalizar la relacién que se establece entre
las magnitudes, las respuestas acertadas de los alumnos le permiten llegar pro-
gresivamente a una conclusién que ha sido comprendida por el grupo.

El siguiente fragmento corresponde al cierre de la experimentacion del
REI, donde el propésito de Luis es que los alumnos identifiquen la evolucién
de las técnicas que utilizaron en las diferentes tareas. En lo que sigue se muestra
cémo se hace el cierre de dicho proceso de estudio, pero sobre todo el saber que
es institucionalizado como producto del REL.

—Luis. Por altimo, ;ustedes creen que pudiera haber una férmula general para
que pudiéramos conocer los porcentajes que debe incluir una caja de cada clase de
calcetines para obtener determinado precio final?

—As. (Se quedan pensando).

—Luis. Acuérdense de lo que hicieron Diego y Nancy con los porcentajes,
screen que podemos sacar una férmula?

—As. ¢Igual que en Geometria?

—Luis. Si algo asi. ;A ver diganme sus respuestas?

—Israel. Multiplicando y dividiendo.

—Luis. ;Cémo? O ;qué?

—Israel. Las cajas de Cotton y las mexicanas.
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—Luis. ;Alguien miés?

—César. Multiplicando y dividiendo, sacando decimales y suméndolos y des-
pués dividirlo.

—Jocelyn. La regla de tres.

—Luis. ;Por qué la regla de tres?

—Jocelyn. Porque ahi multiplicamos y dividimos las cajas.

—Luis. Pero si quisiéramos una férmula donde digamos qué es lo que vamos a

dividir y qué es lo que vamos a multiplicar, ;cémo la harfamos?

En este fragmento se observa la intencién de Luis por institucionalizar un mo-
delo que vaya mis alli del modelo aritmético, para ello les cuestiona sobre la
posibilidad de construir una férmula general que permita conocer los porcen-
tajes de cada caja con diferente tipo de calcetines en las cajas combinadas. Los
alumnos intentan responder el cuestionamiento al describir una serie de técni-
cas con fundamento aritmético:

—A2. Se multiplican las cajas entre los calcetines.

—Oscar. Dividimos el costo por la cantidad para sacar el problema.

—]Jests. Dividir lo que hay en cada caja es igual al 100%.

—Luis. Muy bien ahi tenemos varias formas de sacar los resultados, alguien nos
puede dar otra, a ver Diego ;td que tienes?

—Diego. Dividir lo que va a pagar el cliente entre la caja que mis quiera,
multiplicarlo por el precio de la caja y hacer lo mismo con el precio de la otra caja.

—Luis. Entonces, para una férmula se tiene que hacer lo que en todos los
ejercicios de las mezclas, pero en la férmula tenemos que sustituir los nimeros por
letras de manera que no importen los precios de los calcetines siempre que haya
dos tipos distintos que mezclar para utilizarla por ejemplo podemos usar la férmula
atb =c.

—As. (Parecen no comprender).

—Luis. A ver por ejemplo a y b son las distintas clases de calcetines, a serfan
los calcetines «Cotton», b «El Mexicano» y ¢ seria la nueva mezcla. Con la férmula
se hacen diferentes operaciones para llegar a las cantidades que debe tener cada
mezcla, en este caso la suma de dos elementos diferentes mezclados dan un tercer
elemento. Vamos a verlo con un ejemplo si tenemos 2.4 cajas que son a, de los cal-

cetines «Cotton» mis 1.6 cajas de b que son los calcetines «El Mexicano», entonces
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vamos a encontrar que ¢, que es la mezcla o suma, vale 4. (Escribe en el pizarrén
2.4dea+1.6deb =4 c. ;Sientendemos?

—As. Mis o menos.

—As. Es que estd muy dificil usar letras.

—Luis. ;Qué se les hace dificil?

—As. No saber cuinto valen.

—As. Es que necesitamos la cantidad.

—Luis. Cuando usamos letras, hacemos uso del Algebra, pero en lugar de nu-
meros usamos letras como la a, la b y la c. Con esas letras se hacen operaciones
como sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y otras. Si saben hacer las opera-

ciones en primaria no deben tener miedo al Algebra porque es muy parecido.

Como se puede observar, la intencién de Luis es institucionalizar un modelo
algebraico para las mezclas de las cajas de calcetines, pero es perceptible la difi-
cultad de los alumnos para transitar de un modelo aritmético a un modelo alge-
braico. Cuando institucionaliza la férmula a+b=c, mis que hablar del precio de
una mezcla trabajada en tareas previas, se refiere sélo a la unién de dos tipos de
cajas de calcetines, este hecho simplifica la tarea pues s6lo muestra a los alumnos
los valores de a y b para encontrar el valor de c.

Cabe sefialar que el contexto de cajas de calcetines planteado en el REI
tuvo ciertas dificultades en la resolucion de tareas, principalmente en aquellas
tareas relativas a la mezcla de cajas, donde los alumnos dudaban si la mezcla
era del nimero de calcetines o de cajas, es tal vez debido a esta dificultad que
se presentaron problemas también en la institucionalizacion, en tanto que ésta
constituye una sintesis o generalizacién de las actividades y producciones de
los alumnos para comprender un objeto que es normado y legitimado por el
discurso del profesor.

En este dltimo momento del REI que gestiond Luis se observa la relacién
que existe entre la accién institucionalizadora y la construccién de un cono-
cimiento que ha tenido ciertas dificultades para concretarse en un saber, por
lo que se vuelve necesario preguntar ssi los tipos de tareas fueron suficientes
para llegar a una institucionalizacién de este tipo (modelo algebraico)?, gsi las
técnicas previas fueron trabajadas de manera suficiente?, si fueron pertinentes
para el tipo de tareas planteadas? y sobre todo ;hasta qué punto permitieron la
evolucién de ciertas técnicas hacia otras mis elaboradas?.
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Por ultimo, puede decirse que de los momentos gestionados por Luis a lo
largo del REIL el que mejores resultados mostré fue el momento tecnolégi-
co-tedrico, donde desplegd una gran variedad de funciones de la tecnologia
para describir, explicar, validar, motivar y hasta evaluar la técnica, mientras que
el momento que mas debilidades mostré fue la institucionalizacién, sobre todo
por la dificultad de diversificar los dispositivos discursivos que se aproximaran a
la organizacién matemaitica de estudio.
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APUNTES PARA UN CIERRE PROVISIONAL

Dentro del campo de la Didictica de las Matemiticas la linea de estudios sobre
la formacién de profesores es quiza la de mds reciente consolidacién, dado que
existen desarrollos teéricos que han permitido mejorar los andlisis sobre los pro-
cesos de formacién de profesores, especificamente se han desarrollado numero-
sos estudios sobre los tipos de conocimiento de los profesores de Matemiticas.

En este sentido puede verse que el campo de la Didéctica de las Matemati-
cas se torna cada vez mis estructurado; su evolucién en las dltimas décadas lo ha
convertido en una de las dreas de investigacién con un gran nimero de estudios
sobre los fenémenos de transmisién del saber matemdtico que han generado
numerosas propuestas para transformar los curriculos de diferentes partes del
mundo. Sin embargo, el disefio de dispositivos para la formacién de profesores
es todavia una linea de investigacion incipiente, sobre todo, cuando de forma-
cién inicial de profesores se trata. En este contexto, la Teoria Antropolégica de
lo Didictico (TAD) ha representado en los tltimos afios un soporte concep-
tual para este tipo de investigaciones, es precisamente en esta perspectiva en la
que se ha centrado este trabajo, especificamente en dos dimensiones, la primera
considerd al profesor en formacién como aprendiz de matematicas y la segunda
como eventual profesor.

A lo largo de la investigacion se hizo un andlisis sobre la formacién inicial
de los estudiantes normalistas tomando en cuenta cuestiones relativas a los sabe-
res académicos y las concepciones personales sobre un saber matematico, en este
caso la proporcionalidad y el conocimiento prictico reflejado en los disefios de
las praxeologias didicticas. Con este andlisis se identificé la dificultad que desde
el plan de estudios vigente en las instituciones formadoras de docentes se tiene
para especificar las competencias de un profesor que va a ensefiar matemiticas,
dificultad que se manifesta institucionalmente a través de un «generalismo pe-
dagdgico» que establece un conjunto demasiado amplio de competencias, ex-
plicitas de manera ambigua en el tipo de organizaciones matematico-didacticas
que requiere un profesor en formacién.
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Otro de los objetivos de la investigacion fue la revision de la proporcionali-
dad en el texto del saber de las instituciones formadoras de docentes (Plan de es-
tudios 2012). Se revisaron las praxeologias matemiticas y did4cticas incluidas en
el programa dela asignatura de Aritmética: su aprendizaje Y su ensefianza toman-
do como referencia la nocién de praxeologia, especificamente el tipo de tareas,
técnicas, discursos tecnoldgicos y teorfas que pudieran fundamentar el estudio
de la proporcionalidad. Una vez revisado el texto del saber, donde se incluyen
cuatro tematicas de estudio: razén y proporcién, concepto de porcentaje y su
representacion grifica, resolucién de problemas de porcentaje y variacién pro-
porcional directa, se observd un desequilibrio en la programabilidad del tiempo
didéctico dedicado al estudio de la proporcionalidad.

Otro rasgo es la extrema generalidad de las competencias en esta unidad del
programa puesto que se expresa la necesidad de que los profesores en formacién
identifiquen las propuestas tedrico-metodoldgicas para la ensefianza de la arit-
mética y su transposicion en la escuela primaria con la generacién de ambientes
de aprendizaje favorables, ademds de la identificacién de los obsticulos de en-
seflanza y de aprendizaje y los instrumentos de evaluacién. Dichas propuestas
se basan en el «monumentalismo» y el «generalismo», puesto que se anteponen
praxeologias existentes y generalizadas sobre el estudio particular de las proble-
maticas de formacién ante un saber determinado.

En cuanto al niimero de tareas que se asignan a cada temdtica, la mayoria de
tareas son para el estudio de las praxeologias matematicas en las que el profesor
en formacién asume un rol de aprendiz de Matemdticas para establecer la rela-
cién entre los saberes aritméticos convencionales de la escuela normal y los de la
escuela primaria, para tal propésito se plantean tareas que intentan que el estu-
diante obtenga el dominio matematico. No obstante, en el programa es visible
la reduccién de momentos de institucionalizacién con los cuales los profesores
en formacién podrian reconocer y nombrar los objetos matemiticos desde la
convencionalidad, aunque no desconocemos que dichos momentos pueden ser
gestionados por el formador aun cuando no se incluyan en los programas.

En las praxeologias didacticas, no se presenta un discurso tedrico que jus-
tifique el tipo de tareas y técnicas, si bien se habla de un enfoque basado en
competencias y ocasionalmente del disefio de situaciones didacticas, no hay una
postura tedrica que las defina, es decir, no hay un bloque tecnoldgico-teérico
que permita el anlisis sobre el hacer didictico.
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El tipo de tareas didacticas se orienta principalmente hacia los anilisis so-
bre las técnicas, logros y dificultades que podrian tener los alumnos de la es-
cuela primaria en la solucién de tareas matemiticas, s6lo se plantea una tarea
en la que se pide el disefio de situaciones problematicas similares a los de los
textos oficiales, sin embargo no se plantea un momento para que el profesor
en formacion realice la experimentacién de alguna situacion didéctica de pro-
porcionalidad.

Si se considera que los «saberes a ensefiar» devienen en «saberes a hacer»
en los que se muestran componentes tedricos y practicos, los dispositivos de
formacion precisan de dicha consideracidn para ser implementados, de tal for-
ma el REI-FP que aqui se experimentd intentd por una parte dar respuesta
a las dificultades encontradas en el texto del saber ante el desequilibrio de las
praxeologias matemiticas y las didacticas incorporando tareas diddcticas que
paliaran tal desequilibrio, y por otro lado mostrar el desarrollo de éstas sobre un
concepto matemdtico. El dispositivo de formacién permiti6 abordar cuestio-
nes institucionales y estrategias que orientaron la prictica de los profesores en
formacién en el estudio de la proporcionalidad. Desde la vivencia, el anlisis, el
disefio y la experimentacién de un REI se permitié la movilizacién de saberes
tanto matemadticos como didé4cticos.

En el primer médulo del REI-FP, el profesor en formacién se posiciond
como aprendiz de Matematicas, se identificaron diversas técnicas y discursos
tecnoldgicos con los cuales se llevé a cabo la reconstruccién de una praxeologia
vinculada a la proporcionalidad, el propésito de este médulo consistié en mos-
trar la evolucién de técnicas en el tridnsito de un modelo aritmético hasta un
modelo algebraico, se esperaba que la secuencia de tareas llevara al profesor en
formacién al uso de una técnica en particular. Lo relevante en el primer médulo
(«Vivir un RED) fue por un lado la transicién gradual del tipo de tareas que
permitié a los profesores en formacién evolucionar de técnicas aritméticas hacia
técnicas algebraicas y por otra parte la identificacién de técnicas y discursos
tecnolégicos propios de la proporcionalidad.

En el médulo dos (analizar un REI), result6 indispensable el anélisis de las
praxeologias vividas asi como los alcances y restricciones que una institucién
establece para el estudio de un saber, en ambos casos la identificacion de las
cuestiones planteadas, las tareas enunciadas, las técnicas demandadas, el discurso
tecnoldgico que justifica y la teorfa que sustenta la razén de ser de ese saber,
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constituyen elementos necesarios para el disefio y posterior experimentacién de
OD en la escuela primaria por los profesores en formacién.

Desde la perspectiva del profesor analista resalta la identificacién de con-
ceptos matemdticos implicitos en la «Situacién Petrdleo» y las técnicas a que
dan lugar las tareas resueltas. En cuanto a los conceptos identificados destaca el
de proporcionalidad, el factor constante, la variacion proporcional directa y en
algunos casos el de razén. Respecto al tipo de técnicas la mayoria sefialé la regla
de tres como aquella que mayor relacién tenia con tareas de proporcionalidad,
ademis del valor unitario, la constante de proporcionalidad y en menor medi-
da la técnica algoritmica, esta situacién muestra que aunque las caracteristicas
institucionales especifican ciertas cuestiones para ser «ensefiadas», los profesores
en formacién también recuperaron elementos «estudiados» desde el REI vivido.

Las principales dificultades que se presentaron en el médulo dos tuvieron
que ver con la identificacién de algunas nociones vinculadas a la proporcionali-
dad asi como la distincidn entre tarea y técnica, este hecho subraya la necesidad
de revisar desde la institucién formadora los tipos de tareas y de técnicas que se
incluyen en el texto del saber de la escuela primaria, pero sobre todo la vincula-
cién entre conceptos y la naturaleza con que las técnicas pueden evolucionar a
partir de esa estructura curricular.

En cuanto a las planeaciones de los profesores en formacidn, en ambos casos
el disefio del REI seguia la misma secuencia de tareas planteada en el REI «vivi-
do», s6lo modificaron la situacién principal, en lugar de la «Situacién Petrdleo»
PF5 plante6 la «Situacién Refrescos», mientras que PF7 estableci6 la «Situacién
Cajas de calcetines». En sus recorridos, los dos estudiantes normalistas plasman
una serie de tareas que generaron la aparicién de técnicas diferenciadas. Con
esas tareas se observa que los dos profesores en formacién buscan permanecer
dentro de los limites del texto del saber de la escuela primaria al elegir tareas
semejantes a las planteadas en el curriculo escolar.

En cuanto a las praxeologias diddcticas, ambos profesores en formacion
plantean casi los mismos momentos de estudio: el primer encuentro, la cons-
titucién del entorno tecnolégico-tedrico y ocasionalmente la institucionaliza-
cién, este ltimo momento se caracteriza por las dificultades en la especificaciéon
del objeto de saber formalizado y en la descripcion de la funcionalidad y eficacia
de las técnicas.

La experimentacion didactica que hacen los profesores en formacién cons-
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tituye la actividad fundamental del médulo cuatro, en éste se identificaron las
tareas, las técnicas y los elementos tecnoldgico-tedricos que los profesores en
formacién gestionaron, con ello se observé el tipo de praxeologia didictica
reconstruida por los profesores en formacién en su papel de aprendiz de pro-
fesor, gestiéon que derivé de la reconstruccién del REI elaborado en el médulo
tres. Ambos gestionaron el «primer momento» a través de la «devolucién de la
tarea» aunque con ciertas diferencias, José (PF5) no se preocupa por devolver el
medio, lo que indica que no realiza acciones con las cuales los alumnos de sexto
grado comprendan el significado de la tarea, Luis (PF7) por su parte cuestiona
a los alumnos sobre la intencién y la estructura conceptual de la tarea como
preludio para la devolucién.

En cuanto al momento exploratorio se refiere, fue visible cémo los profe-
sores en formacién asumieron dos tendencias, por un lado y la més persistente
se dio en el caso de José, fue una gestiéon de poco acompafiamiento en la que no
intentaba que los alumnos comprendieran la tarea, més bien buscaba la resolu-
cién radicalmente auténoma por parte de los alumnos. Desde la perspectiva de
Luis se observaron diferentes aproximaciones, algunas en las que los alumnos
de manera auténoma se acercan a la tarea para la busqueda de la técnica, hasta
aquellas donde la evocacién, la aplicacién y el control se hicieron presentes. A
diferencia de Luis la postura de José se mostrd un tanto alejada en la gestién de
estos dos primeros momentos, lo que resulta coherente con las minimas opor-
tunidades que se tienen desde la formacién inicial para el anilisis y la experi-
mentacién de las praxeologias didécticas, aunque resulta contradictorio con los
propdsitos del REI-FP desarrollado.

En la gestion del momento tecnoldgico-tedrico Luis buscd que surgieran
tecnologias cada vez mis formalizadas mientras mis compleja se volvia una ta-
rea, sus cuestionamientos buscaban una validacién con mayor rigor. Por su par-
te José gestiona también los momentos tecnoldgicos a partir de cuestionamien-
tos con los cuales provocé la aparicion de cuatro funciones de la tecnologia: la
descripcién, la facilitacion de su aplicacion, la motivacion y la validacién de la
técnica. A partir de estos hallazgos se puede afirmar que la gestiéon del momento
tecnolégico-tedrico es el de mayores fortalezas en la experimentacién de los
REI y aunque el texto del saber no incluye tareas en las que se requiera explici-
tar las funciones de la tecnologfia, los estudiantes normalistas justifican con un
discurso tecnoldgico las técnicas empleadas a lo largo de su experimentacién.
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En el momento de la institucionalizaciéon no hubo variantes significativas;
la gestion de José se centra en retomar las técnicas de los alumnos para expli-
carlas y justiﬁcarlas sin mostrar un concepto o praxeologia matematica forma-
lizados, se podria decir que la evolucién técnica y tecnoldgica que mostraron
los alumnos derivé de la naturaleza de las tareas planteadas en el REI mds que
del momento de institucionalizacién. La gestién de Luis se apoya en el discurso
tecnolégico-tedrico presentado por los alumnos, quienes aluden a técnicas y
justificaciones de la Teorfa de las Razones y Proporciones, aunque tampoco ex-
presa formalmente el concepto de proporcionalidad y sus nociones si recupera
los conocimientos construidos por los alumnos para realizar una «institucionali-
zacion parcial». Cabe sefialar que Luis fue el tinico que plante6 una tarea del tipo
algebraico que consistia exclusivamente en la transicién de una representacién
aritmética a una algebraica (a+b=c), sin embargo ante las dificultades mostradas
por los alumnos la institucionalizacién se centrd en «comentar» las ventajas de
generalizacién del Algebra frente a la Aritmética. Se puede afirmar entonces
que el momento con mayores dificultades fue el de la institucionalizacién, mis-
mas que derivan de las pocas o nulas oportunidades que tienen los profesores en
formacion para establecer la vinculacién entre las praxeologias matemiticas y
didacticas cuando la mayoria de las tareas de formacién se centran en la resolu-
cién de tareas matemadticas.

La intencién de este estudio era identificar las praxeologias de formacién en
torno a la proporcionalidad que resultaran efectivas al experimentar un REI para
la formacién de profesores en las escuelas normales, en este sentido y a partir de
los resultados encontrados se puede afirmar que la implementacién del REI-FP
resulté pertinente en tanto que permitid la reconstruccién de Organizaciones
Matemiticas vinculadas a una cuestién matemitica como la proporcionalidad.
Otro de los logros identificados radicé en la superacion de los problemas de
articulacién del estudio de la proporcionalidad encontrados en el texto del sa-
ber tanto en la institucién formadora de docentes como en la escuela primaria
puesto que mientras en estos el estudio se basaba en nociones aisladas y la poca
explicitacion de las técnicas pertenecientes a cierto tipo de tareas, el disefio y
la gestion del REI permitié a los estudiantes comprender la forma en que esta
desarticulacién puede ser superada a partir de una situacién problematica eje y
una cuestiéon generatriz previamente determinada.

Desde esta perspectiva, un acierto mas del REI-FP lo constituy6 la descrip-
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cién y anilisis de un MER matemaitico que dio cuenta de la factibilidad de la
Teoria de Razones y Proporciones para comprender los nexos que se establecen
entre las nociones matemiticas que, desde otra perspectiva serfa dificil identifi-
car, dada la desarticulacién y falta de secuencia entre los objetos de saber mate-
mitico propuestos en los programas educativos de la escuela primaria. Otro de
los aciertos palpables fue la experimentacién de dos procesos de estudio del pro-
fesor en formacién: por un lado como aprendices de Matemdticas tuvieron la
posibilidad de «vivir» un conjunto de praxeologias gradualmente mas complejas
que permitieron la evolucién técnica y tecnoldgica de la proporcionalidad «cli-
sica» a la relacion funcional; por otro lado como aprendiz de profesor en el que
se diversificaron las tareas diddcticas mds alld de las explicitadas en el reducido
espacio del texto del saber.

Ahora bien, desde la TAD uno de los elementos de mayor relevancia son
las cuestiones problemiticas que puedan llevar a la (re)construccién de nuevas
tareas a la emergencia de nuevas técnicas y a la justificacién tecnoldgica, una de
las principales dificultades que se identificaron fue el disefio de un proceso de
estudio que diera respuesta a la naturaleza de las praxeologias matemdticas, pero
también la identificacién de una cuestion que justificara su pertinencia ante las
restricciones institucionales de la escuela primaria que le diera una razén de ser
no sélo desde el contexto matematico sino también desde las necesidades didac-
ticas de los profesores en formacion.

En cuanto a las praxeologias didécticas, uno de los principales obsticulos
fue la carencia de un Modelo Didictico de Referencia Didictico que per-
mitiera justificar el proceso de estudio. Esta dificultad se vio manifiesta en
el médulo cuatro, del REI-FP dénde los profesores en formacién tuvieron
dificultades desde el disefio hasta la experimentacién del REI en la escuela
primaria, puesto que no identificaban con precisiéon los momentos didacticos
o las situaciones diddcticas que les permitieran puntualizar los contratos di-
dicticos mas factibles para el desarrollo de una clase escolar. En este sentido
se podria decir que en el disefio mismo del REI-FP falté mayor precisién
para la integracién de tareas didicticas que permitieran a los profesores en
formacién la elaboracién de planes de clase bajo un Modelo Didictico de
Referencia estudiado a profundidad.

Un aspecto a considerar para la elaboracién de futuros REI-FP, es que el
desarrollo de éstos y de los REI en la escuela primaria requiere mayor tiempo es-
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colar del que se plantea en una clase convencional, asi como una estructuracién
diferente de los objetos de estudio.

El REI-FP permitié apreciar las dificultades de gestionar momentos don-
de los profesores en formacién actiien con un dominio didictico, hecho que
también se deberd considerar para la elaboracién de préximos dispositivos de
formacién en los que se amplie el nimero de tareas de este tipo, sobre todo
aquellas que les permitan un mejor desempefio en el momento de la institucio-
nalizacién. La superacion de esta dificultad lleva pues a la ruptura de los con-
tratos diddcticos vigentes en las escuelas formadoras de docentes, pero también
a la reconsideracién de las restricciones matematicas y diddcticas de un sistema
educativo que puede ser abierto a la experimentacién de otras propuestas de
intervencién.

También se pueden especificar algunos alcances de la investigacion, asi
como las ventajas y limitaciones del enfoque teérico y metodoldgico emplea-
dos. En funcién de la Teorfa Antropoldgica de lo Didactico, se encontrd que las
organizaciones praxeolégicas de los profesores en formacién estan fuertemente
determinadas por las restricciones institucionales, desde las técnicas y tecnolo-
gias expresadas en el médulo uno (Vivir el REI) hasta los momentos de estudio
desarrollados en el médulo cuatro (Experimentacién del REI). Los estudiantes
normalistas despliegan praxeologias muy cercanas al texto del saber.

Por otra parte, cabe destacar que se observaron logros significativos con la
experimentaciéon del REI-FP, visibles en la evolucién técnica y tecnoldgica de
las praxeologias matematicas, es decir, los profesores en formacién identificaron
la relacién entre las diversas nociones vinculadas a la proporcionalidad con lo
cual se vio reforzado el uso y el discurso de elementos propios de la Teorfa de
Razones y Proporciones inscrita en el Modelo Epistemoldgico de Referencia.
En cuanto a las praxeologias diddcticas, los alcances se hicieron visibles en el
disefio de un REI para la escuela primaria, de igual forma durante la experimen-
tacién los profesores en formacién mostraron dominio respecto a los momentos
de estudio implicados en la gestién didactica, principalmente se mostraron hi-
biles para gestionar el momento tecnolégico-tedrico.

Se puede decir que la diferencia entre las praxeologias matematicas y diddc-
ticas estuvo determinada por algunas restricciones institucionales que limitaron
un alcance mis equilibrado del REI-FP, la principal fue el tiempo didéctico para
su implementacién, puesto que tuvo que disefiarse en funcién de los momentos
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en los que los profesores en formacion se encontraban en la Escuela Normal,
ello implicé que no pudiera ampliarse el niimero de tareas didacticas ni pudieran
gestionarse discusiones colectivas (de validacién) sobre los disefios del REI de la
escuela primaria.

Finalmente, puede decirse que los resultados obtenidos en esta investiga-
cién permiten determinar las ventajas de que en las instituciones formadoras de
docentes se implementen REI-FP en diversas dreas, sectores, cuestiones y temas
matemiticos desde los primeros afios de formacién en la escuela normal estable-
ciendo un equilibrio tedrico y metodolégico entre las praxeologias matematicas
y las didacticas.
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Actualmente, la formacion de profesores es un objeto emergente
en la investigacion educativa. De manera particular la formacién
de profesores para la ensefianza de las Matemadticas ha sido un
objeto de estudio recurrente en los dltimos afos. Diferentes pers-
pectivas tedricas destacan la necesidad de otorgar una formacién
adecuada a los profesores, y en especial aluden al alcance y los efec-
tos de los saberes del profesor respecto de la calidad de los aprendi-
zajes de los estudiantes; por esta razén, no son pocos los estudios
de alcance nacional e internacional sobre el bajo rendimiento esco-
lar en Matemadticas que han ligado dicho aprovechamiento con la
formacién del profesorado.

En este contexto, la Teorfa Antropolégica de lo Didactico (TAD)

ha representado en los tdltimos anos un soporte conceptual para
este tipo de investigaciones, es precisamente en esta perspectiva
en la que se ha centrado este trabajo.
La investigacién que aqui se presenta da cuenta de una manera
alternativa de formar a los profesores de educacién primaria para
la ensenanza de las matematicas, es decir, de un Recorrido de Estu-
dio e Investigacion para la Formacién de Profesores (REI-FP) sobre
la proporcionalidad, cuyos resultados dan contenido a este libro.
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