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PROLOGO

Este libro, cuya presentacion es al mismo tiempo un placer y
un honor hacer, versa sobre las fracciones, uno de los conte-
nidos matematicos que sin duda genera un gran nimero de
dificultades en su ensefianza y que por ello ha sido objeto de
multiples investigaciones. Su lectura, inevitablemente remite
a diversas imagenes que permiten apreciarlo de diferentes
maneras; en lo que sigue me permitiré utilizar algunas de
esas imagenes para dar cuenta de las virtudes de este texto.

La trilogia: tres libros, tres saberes, una misma intencion

Entre 1993 y1994, el cineasta polaco Kieslowski filma su famo-
sa trilogia Azul, Blanco y Rojo y toma los colores de la bandera
de Francia para expresarse sobre la tradicion francesa acerca
delalibertad, la igualdad y la fraternidad. Tres peliculas, una
historia por cada color y un solo objeto con multiples signi-
ficados, la bandera.

Ellibro que nos ocupa hoy puede pensarse como parte de
una trilogia también inscrita en una tradicion francesa, la de
la escuela de Didactica de las Matematicas, especificamente
en la Teoria de las Situaciones Didacticas de Guy Brousseau.
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Mds de uno, pero menos de dos

La trilogia comienza en 2010 con la aparicion de sAl doble le
toca el doble? La ensefianza de la proporcionalidad en la edu-
cacién bdsica’, luego en el 2013 se publica Repartir y comparar.
La ensefianza de la divisién entera en la escuela primaria®y
en 2022 se completa con Mds de uno, pero menos de dos. Tres
libros, tres saberes distintos todos ligados con la fraccion; tres
lugares desde donde pensar la ensefianza (el saber, el alumno
y el profesor), y una sola intencién, colocar lo didactico en
la dialéctica herramienta /objeto, lo que significa estudiar lo
didactico para convertirlo en una herramienta que permita
orientar el proyecto de ensefanza.

Siguiendo esta intencion, en sAl doble le toca el doble?
La ensefianza de la proporcionalidad en la educacion bdsica
se incluyen elementos para comprender la proporcionalidad
directa y su enseflanza, en este caso la nocién de razén es el
puente entre proporcionalidad y fraccién. La misma légica se
observa en Repartir y comparar. La ensefianza de la division
entera en la escuela primaria, en donde una vez mas, el estu-
dio didactico de la division, se relaciona con las fracciones a
través de una division «que no se puede hacer». La divisiéon
se convierte en una fuente de problemas de medicidn, aque-
llos en los que una determinada cantidad se divide en cierto
nuimero de partes, por ejemplo 5 galletas entre 10 personas, y
para cuantificar el cociente hacen falta las fracciones: toca 3
galleta por persona. Pero la divisién también permite definir
las fracciones como cocientes de dos enteros, es decir 3 es el
nimero que multiplicado por b da g, es el cociente de a entre b.

A diferencia de los dos primeros libros, Mds de uno, pero
menos de dos, situa a la fracciéon o niimero racional como
su objeto de estudio central y, fiel a la tradicion en la que se
inscribe, a lo largo de los dos volimenes que lo componen se
van tejiendo los analisis de los procedimientos de los nifios,



Prélogo

los fragmentos de clase en los que estos justifican sus proce-
dimientos bajo la guia del profesor, las acotaciones del autor
sobre estos hechos, la explicitacion de las nociones didacticas
puestas en juego, la correspondencia entre nocién matema-
tica y situacion de aprendizaje. Todas piezas de ese puzzle
didéctico cuya intencién no es otra que situar lo didactico en
el corazon de la ensenanza. En ese sentido una nocién que
permite comprender la estructura del libro es la de triangulo
didactico; sus tres elementos, profesor, alumno y saber, se
alternan para dar cuenta de las practicas posibles de alumnos
y profesores.

Empero, no debe olvidarse que en la tradicién francesa
de la Didactica de las Matematicas el saber ocupa un lugar
central, es su naturaleza la que dota de sentido a los problemas,
a las estrategias que los alumnos utilizan para resolverlos y
a sus respuestas. El saber matematico, en torno del cual se
articula esta obra, estd organizado de la siguiente manera: 1)
las fracciones y la medida, 2) los decimales y la medida; 3) las
fracciones y la division, 4) las fracciones en el papel de razones
y 5) fracciones y decimales como operadores multiplicativos.
Alo largo de los dos volimenes de la obra el lector encontrara
actividades que puede llevar al aula, también situaciones para
analizar y reflexionar sobre la ensefianza de las fracciones
durante el trayecto que va desde el tercer grado de la escuela
primaria hasta el segundo grado de secundaria.

Sin duda, Mds de uno, pero menos de dos es la obra mejor
lograda de la trilogia, de ello da cuenta su caracter mas amplio,
no deja problematica alguna ligada a las fracciones sin tocar,
y se expresa en un lenguaje claro que no por ello se desprende
de la rigurosidad.
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La investigacion, los profesores y los formadores

En su libro Contra la historia oficial José Antonio Crespo na-
rra una broma que circula entre historiadores, segtn la cual
estos se sumergen en las profundidades de los archivos para
desenterrar a la historia misma, pero luego la plasman en
gruesos volumenes tan enojosos e impenetrables por su ex-
tension, especializacion y lenguaje erudito, que terminan por
ser enterrados en los oscuros estantes de las bibliotecas sin que
el publico se entere de lo que se descubrid, se comprendio o
se revalor6. De esta manera la investigacién permanece en-
cerrada en los centros académicos y se separa de la memoria
colectiva y social.

Al parecer este fenémeno no es ajeno a la Educacion
Matematica, la investigacidén crece exponencialmente y la
enseflanza cambia a paso lento, por ello no son pocos los
educadores matematicos que se preguntan si el nivel de espe-
cializacion de la investigacion ha separado sus resultados de
la actividad de los profesores, lo que resultaria una paradoja
porque el objetivo ultimo de la investigacion en Didactica de
las Matematicas es ayudar a mejorar la ensefianza.

Una virtud de Mds de uno, pero menos de dos, es que se
mueve en el sentido contrario de esta separacion puesto que
su objetivo es «contribuir a una mejor comprension de los
nimeros racionales, y de la problematica de su ensenanza...»,
pero no de cualquier manera sino acercando a profesores,
formadores y disefiadores de curriculo a los conocimien-
tos que sobre el tema se han producido en la esfera de la
investigacion en didactica. Esta virtud no es menor, baste
recordar que por lo menos desde hace 20 afos Brousseau ya
postulaba la necesidad de una «didactica para principiante»’
para los profesores, que integrara ciertos elementos tedricos
y los preparara para la utilizaciéon mas refinada de los saberes
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de la didactica, garantizando con ello un mejor desempefo
profesional.

En este sentido Mds de uno, pero menos de dos, es un in-
tento bien logrado para cerrar la brecha entre investigacion,
profesores y formadores. Al organizar los resultados surgi-
dos de la investigacion en didactica sobre la ensefianza y el
aprendizaje de los niimeros racionales, se constituye como
una herramienta valiosa para diversos agentes educativos
porque junto con las situaciones y actividades, también se
incluyen conceptos como multiplicidad de problematicas y
significados, obstaculos epistemoldgicos y didacticos, situa-
cién didactica y adidactica, institucionalizacion, contratos,
variables didacticas, y formas de validacion.. ., que constituyen
la formacion teérica que permite al lector dar mayor sentido
a las actividades y situaciones, y a sus implicaciones.

Un libro que se desdobla en multiples libros

Con la publicacion de Rayuela en 1963 Julio Cortazar rompe
con la estructura convencional de la narrativa y propone —al
menos— dos lecturas posibles: una, siguiendo la secuencia
lineal de los capitulos que finaliza en el capitulo 56; otra, ini-
ciaria en el capitulo 73 y dando saltos de capitulo en capitulo
segun un tablero que propone el autor, el lector se encontraria
con una historia diferente. Empero, cuando el lector descubre
la ausencia del capitulo 55 en el tablero se da cuenta que no
solo hay dos lecturas posibles, sino que el libro se desdobla
de multiples maneras para convertirse en muchos libros, y
que cada uno puede leerse del mismo modo que se juega la
rayuela, dando saltos.

Mads de uno, pero menos de dos, es un libro que se cifie a
esa misma arquitectura; también da la posibilidad de leerlo
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—al menos— de dos maneras distintas. Siguiendo el orden
convencional de los capitulos se comprende la logica del saber
matematico, la relacion de las medidas con las fracciones y los
decimales, sus propiedades y representaciones como subcon-
junto de los numeros racionales, la relacién entre la division
con nimeros naturales y las fracciones, —ya sea en problemas
de medicién o en los que se requiera definir a la fraccion
como cociente—, y la multiplicacidon de fracciones, a la que
le da funcionalidad el operador multiplicativo y decimal, son
algunas estaciones de dicha ruta y es posible abordarlas desde
diferentes flancos.

En la segunda lectura, que no seguiria el orden conven-
cional de los capitulos, se puede ver la secuencia en la que se
estudian los racionales en la educacion bésica y, dependiendo
del grado escolar que se quiera analizar, podran leerse los
apartados en los que se incluyen los contenidos propios de un
grado, por ejemplo, los profesores de tercero y cuarto grado
podrian leer el apartado uno, luego saltar al tres.

Sin embargo, estas no son las tnicas lecturas posibles, el
texto se multiplica en correspondencia con la mirada que se
pose sobre €, la del profesor que busca una mejor compren-
sién de lo que en términos practicos significa la funcionalidad
del enfoque de la resolucion de problemas; la de un colecti-
vo de profesores que pretende mejorar la ensefianza de las
matematicas; la de un profesor que busca situaciones didac-
ticas para llevar a su aula con o sin modificaciones; la de un
profesor que busca comprender en términos practicos las
nociones tedricas propias de la didactica; la de los formadores
de docentes que intentan convertir los resultados de la in-
vestigacion diddctica en una herramienta para la formacion;
la del estudiante de posgrado que busca situaciones didacti-
cas o situaciones de formacién para experimentar; la de los
disenadores de curriculo que buscan una mejor forma de
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articular los contenidos para plasmarlos en los programas de
estudio, entre otras.

En sintesis, Mds de uno, pero menos de dos es una obra que
propone un libre juego entre lector, texto y saber didactico
sobre las fracciones y en ese juego invita a leerse de varias
maneras y desde distintas posiciones, es por eso un libro que
se desdobla para convertirse en multiples libros que interpelan
e invitan a una cierta mirada, a un cierto lector. En ese senti-
do el libro no tiene desperdicio y por ello convocamos a los
lectores de esta obra, a la eleccion de la mirada y la adopcion
del sentido con el que ha de ser leida.

Luis Manuel Aguayo Rendén*
Ciudad de México, marzo de 2021






INTRODUCCION.

Diversidad de problemas, roles, definiciones,
representaciones y tipos de fracciones

Esta obra busca contribuir a una mejor comprension de los
numeros racionales, y de la problematica de su ensefianza.
Esta dirigida a docentes de educacion basica, a formadores
de docentes, a diseiadores de curriculo y a investigadores.

A continuacion, se da un panorama de los aspectos del
universo de las fracciones y los decimales que se abordan en
los dos volimenes que componen la obra.

Las fracciones, como otros conocimientos de matematicas,
se aprenden de manera mas significativa si se elaboran como
herramientas para resolver determinados problemas. Cuando
se analizan los problemas que las fracciones resuelven, se ob-
serva, en primer lugar, que hay diferentes tipos de problemas,
y que las fracciones juegan diferentes papeles en cada tipo
de problema: pueden expresar medidas, relaciones, opera-
dores multiplicativos, o pueden presentarse como nimeros
abstractos. En el cuadro siguiente se dan algunos ejemplos.

En... La fraccion expresa:

«El espesor de una hoja es de = de mm» | Una medida de longitud

«= de la poblacion vive en el campo» Una relacién entre una parte y un todo
«= de la mezcla debe ser de agua» (una razén)

El factor de escala del plano es de 0.0025 | Un operador multiplicativo.

21
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En... La fraccion expresa:

El numero que multiplicado por 4 da 3,

3
ESZ

Un cociente

| Un punto en la recta. Un nimero
abstracto.

win ——

En cada uno de esos papeles, o roles, las fracciones pueden
compararse y sumarse, restarse, multiplicarse, dividirse...
aunque, como veremos, algunas operaciones se usan masy se
comprenden mejor cuando las fracciones juegan uno de esos
roles que cuando juegan otro. Estos distintos roles dan lugar
a distintos significados de las fracciones (o «constructos»,
como los llama T. Kieren, 1988).

Por otra parte, las fracciones, al igual que muchos otros
conocimientos de matematicas, se pueden definir de distintas
maneras. Una manera de generar las fracciones consiste en
«quebrar» una unidad en n partes iguales e introducir fraccio-
nes unitarias « de». Luego, introducir fracciones no unitarias
como suma de varias unitarias, por ejemplo, > de manzana es
3 de manzana + ; de manzana + ; de manzana. La definicion
que resulta de esta construccion cldsica es: «> de manzana es
lo que resulta de partir la manzana en 4 partes iguales y to-
mar tres». Una definicidn distinta, mas frecuente en los textos
de matematicas para niveles superiores, consiste en definir
a la fraccién como un cociente: en este caso 3 no significa
de entrada tres pedazos de 7, sino lo que resulta de dividir
3 unidades entre 4, o, dicho de otro modo, es el nimero que
multiplicado por 4 da 3.°

Asi, hay cierta relacion entre los distintos significados que
pueden asumir las fracciones y las distintas maneras en que
se pueden definir.

22
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, . 3
H =2
:Qué significa =7

Como «partes de Como «cociente »
unidad » (quebrado)

Lo que resulta de partir una unidad Lo que resulta de dividir 3
entre 4 y tomar 3 partes unidades entre 4
— [ | I
T T I [ l
0 7 1 0 2 2

Fracciones decimales, no decimales y
numeros que no son fracciones

Existe un subconjunto de fracciones, importante por la gran
facilidad que presentan para realizar las operaciones. Se trata
de las fracciones decimales, esto es, las que tienen denomi-
nador 10, 100, 1000 o cualquier potencia de 10, por ejemplo,
2% Estas fracciones, ademas de la facilidad para calcular,
presentan otras ventajas: una es que se pueden representar
usando la misma notacién con la que se escriben los niimeros

enteros, la notaciéon decimal (por ejemplo, la fraccion ;s se

1000
puede escribir 0.125). A estos nimeros se les llama «niimeros
decimales». Hay fracciones que no tienen denominador po-
tencia de 10, pero son equivalentes a una que si lo tiene, por
ejemplo, 3 = 35 = 0.5, 0 bien, 3 = 7= = 0.75. A estas fracciones
se les puede considerar también como fracciones decimales,
o bien, si queremos ser mas precisos (a costa de un lengua-
je mas pesado) se les considerara como «fracciones que son
equivalentes a una fracciéon decimal». Es oportuno recordar

aqui que los nimeros naturales (1, 2, 3, ...) son equivalentes a

23
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fracciones, y en particular a fracciones decimales, por ejemplo

3 _ 30 _ 300
1~ 10 ~ 100°

Por otra parte, no todas las fracciones tienen una equi-
valente decimal, por ejemplo 3 no la tiene, no hay ninguna
fraccion con denominador potencia de 10, que sea equivalente
a ;. No obstante, es posible encontrar nimeros decimales tan
proximos como se quiera a una fraccién no decimal, por ejem-
plo, 0.33, 0 0.333 se aproximan a ;. Asi, para efectos practicos,
cualquier fracciéon no decimal puede ser sustituida por una
decimal, tan préxima a ella como se necesite. Esta es otra gran
ventaja de los nimeros decimales.

El conjunto de las fracciones formado por las que son
decimales, las que no son decimales, positivas y negativas,
constituye el conjunto de los niimeros racionales.

Cabe sefialar, por tltimo, y solo para tenerlo presente, que
hay niimeros que no se pueden expresar de manera exacta con
una fraccion (ni por lo tanto con un decimal), por ejemplo, el
numero de veces que la medida del didmetro de un circulo es
igual a su circunferencia (Pi), o la medida de la diagonal de
un cuadrado de lado 1. No obstante, esos numeros se pueden
aproximar, tanto como se quiera, con decimales. Son niimeros
irracionales. Estos nimeros, salvo algunas excepciones como
Pi, no se estudian en la escolaridad basica.

Al conjunto que contiene a los nimeros racionales y a
los irracionales, se le llama conjunto de los numeros reales.

Una precision: ;debemos hablar de fracciones o de nu-
meros racionales? El concepto de numero racional es mas
abstracto que el de fraccion: puede decirse que un nimero
racional es un conjunto de fracciones equivalentes. El término
fraccion hace referencia a un objeto singular. Asi, podriamos
decir que 3 y 2 son dos fracciones (equivalentes), pero ambos
son el mismo numero racional. En este texto se optara por
hablar casi siempre de fracciones® excepto cuando sea nece-

24
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sario hacer referencia al conjunto de los nimeros racionales.
Esta eleccion se debe a que en el trabajo que se realizara se
pondran en juego, de entrada, fracciones concretas, ligadas
a magnitudes, y no el concepto amplio, formal, de nimero
racional. Este ultimo constituye mas bien un punto de llegada,
una meta a mediano plazo. No sobra decir que el estudio de
las fracciones y los decimales constituye una buena parte del
camino para la comprension del concepto de niimero racional.

Numeros Reales

Numeros Racionales
(3, 0.6666..., ...)

Numeros Decimales
(%,025%,...)

100’

Numeros Irracionales
(Pi,raizde 2, ...)

Numeros Naturales
(1,2,3,..)

La ensefnanza, el aprendizaje:
un recorrido con muchas opciones

Durante la educacidon basica, se pretende que los alumnos
desarrollen un conocimiento cada vez mas amplio y profundo
de la nocién de fraccion y de numero decimal, que enfrenten
nuevos tipos de problemas, que conozcan nuevas definiciones,
que se apropien de mas significados. A lo largo del recorri-
do, estudian el orden entre las fracciones, desarrollan formas
de resolver las cuatro operaciones, y afirman los algoritmos.

25



Mds de uno, pero menos de dos

Conocen también al subconjunto de decimales. Finalmente,
adquieren un conocimiento de nidmero racional, mas abs-
tracto, que abarca a los distintos significados, que fueron
desarrollando.

Se trata de un extenso camino con numerosas opciones
acerca de por déonde comenzar, con qué seguir, qué conectar
con qué, cuanto tiempo destinar a cada fase. Los maestros,
los investigadores, los diseiadores de programas y de libros
de texto, han explorado distintas alternativas. Ninguna puede
considerarse perfecta, y ademads «la mejor» depende siempre
de las condiciones y necesidades de cada profesor y de sus
alumnos, pero, sin duda, hay ya numerosos conocimientos
que contribuyen a enriquecer y fundamentar una propuesta
didactica.

Objetivos

« Profundizar en el conocimiento matematico y didactico
de las fracciones y los decimales, destacando algunos de
los significados que asumen al funcionar en situaciones
especificas, en particular aquellos que son relevantes en
la educacién basica.

o Identificar vinculos del tema de las fracciones con otros
temas de los programas de matematicas, que juegan un
papel en los procesos de construccion de las nociones,
principalmente entre fracciones y decimales, medicién y
proporcionalidad.

o Analizar algunas secuencias de situaciones didacticas di-
sefladas para favorecer aprendizajes de las fracciones y
decimales en sus distintos significados. Analizar lecciones
de libros de texto.
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« Conocer resoluciones, dificultades y errores de alumnos
de primaria y de secundaria frente a los problemas que
se estan estudiando.

En paralelo con los objetivos anteriores, y de manera integra-
da con ellos, se persiguen los siguientes objetivos relativos a
conocimientos tedricos en didactica de las matematicas.

» Abordar la nocién de funcionalidad de un concepto v,
con relacion a esta, la de multiplicidad de problematicas
y de significados.

« Introducir o repasar algunas nociones de la Teoria de las
Situaciones Didacticas para el estudio de las situaciones
didacticas.

Es importante precisar que la obra no pretende ser un com-
pendio de actividades para llevar a cabo en el aula. Si bien el
profesor encontrara aqui numerosas ideas y sugerencias sobre
actividades que puede hacer con sus alumnos, el propésito es
mas bien, como se dijo antes, darle elementos que le ayuden
a analizarlas y a disefarlas.

Estructura y contenidos

Los capitulos de ambos volimenes son los siguientes.

Capitulo 1. Las fracciones y la medida

Volumen |

Capitulo 2. Los decimales y la medida

Capitulo 1. Las fracciones y la division

Capitulo 2. Las fracciones en el papel de razones

Capitulo 3. Fracciones y Decimales como operadores
multiplicativos
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Volumen I, Capitulo 1. Las fracciones y la medida

Revisaremos el significado clasico de las fracciones como
partes de unidad; se construyen a partir de iterar la fracciéon
unitaria (3 +2+2 ... mveces=2). El contexto que da sentido
a las fracciones es la medicion.

Bajo este significado, y en este contexto, se estudian las
nociones de:

« equivalencia;
« fracciones como puntos en la recta;
« orden y operaciones aditivas.

Volumen I, Capitulo 2. Los decimales y la medida

Los decimales constituyen un subconjunto de los racionales,
aquellos de la forma wLm . Estos numeros, aunque comparten
los mismos significados que las fracciones en general (ex-
presiones de medidas, en la recta numeérica, expresiones de
operadores, etc.), presentan una serie de particularidades que
ameritan un espacio aparte. En este apartado, se estudiaran

los siguientes aspectos:

o las fracciones decimales como subconjunto de los racio-
nales; la notacién decimal;

o representaciones de los decimales (en la recta, mediante
la longitud, mediante superficie);

o orden, propiedad de la densidad, ubicacién en la recta
numérica, operaciones aditivas;

o aproximacion decimal a fracciones no decimales.

28



Introduccion

Volumen 11, Capitulo 1. Las fracciones y la division

La divisién de nimeros naturales estd relacionada estre-
chamente con las fracciones. Por una parte, es una fuente
importante de problemas en los que una determinada canti-
dad (3 metros, 5 galletas, 2 kg, etc.) se divide en cierto nimero
de partes e interesa cuantificar el cociente (3 metros de liston
divididos en 5 partes iguales para hacer mofos, da a 3 de metro
por mofo). En este caso, las fracciones expresan medidas, y
siguen siendo «partes de unidad». La divisién juega como
problematica generadora.

Por otra parte, la divisién puede dar lugar a una definicién
de las fracciones como cocientes de dos enteros. La fraccion
 es el nimero que multiplicado por b, da a. Es decir, es el
cociente de a entre b. En este caso la divisién constituye un
significado de las fracciones, como cocientes de enteros.

Se estudiara, ademas, la problematica del transito del
significado de las fracciones como partes de unidad a su signi-
ficado como cociente. Se mencionara un problema curricular
actual en el que ambos significados existen, uno en primaria,
y el otro en secundaria, ignorandose uno al otro.

Volumen I1, Capitulo 2. Las fracciones en el papel de razones

Una expresion como «3 de la mezcla es de pintura roja», no
da informacion acerca de la cantidad de pintura roja que se
debe poner, sino de la relacién que debe haber entre la canti-
dad de pintura y el total de mezcla. Este tipo de relaciones se
llaman razones. Expresar razones constituye uno de los roles
fundamentales de las fracciones. Las razones estan en la base
de numerosos conceptos mas, como el de cantidad relativa,
tasa, indice, porcentaje...
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Ademas de lo anterior, la fraccidn, en su papel de razén,
es una pieza angular en la construccion de la nocién de mul-
tiplicacion de fracciones.

En este capitulo se incluyen los siguientes dos apartados:

o las razones «a por cada b», precursoras de las fracciones;
o la emergencia de las fracciones « % de», como expresiones
de razones «a por cada b».

Volumen II, Capitulo 3. El operador multiplicativo
fraccionario o decimal

La multiplicacion por fracciones y decimales constituye uno
de los aspectos de la aritmética basica mas dificiles de com-
prender para los estudiantes, pues la multiplicacion pierde
propiedades que tenia en los naturales y que fueron implicita
o explicitamente estudiadas a lo largo de varios aflos, sobre
todo el hecho de ser una transformacién que «agranda», y que
se puede interpretar como una suma repetida. Por ello, se pro-
pone un conjunto amplio de actividades en el que la nocién de
multiplicacién por fracciones y decimales se «estudia» desde
distintos flancos, durante varios afos de la educacion basica.
En este capitulo se incluyen los siguientes aspectos:

o la multiplicacion de fracciones en el contexto de la pro-
porcionalidad;

« la multiplicacién de fracciones y decimales en el calculo
del drea del rectangulo;

« la divisién de fracciones y decimales.

30



Introduccion

El orden de los contenidos en la presente

obra no es el orden de ensefianza

El orden en que se presentan los distintos aspectos de las frac-
ciones en los dos volumenes de esta obra, no es el orden en

que se estudian en la escuela.

En cada capitulo hay aspectos que se pueden ver en dis-
tintos grados de la primaria y de la secundaria. En la siguiente
tabla se presenta una relaciéon de los temas que se abordan
en cada capitulo con su posible estudio en los distintos ciclos

escolares.

Una ruta posible para estudiar los nimeros racionales durante la educacion basica

5° — 6° (primaria)

7° - 9° (secundaria)

. ' m ' . -
fapfltulq 1 Fracciones % para medir ;(3 m;mo que en Recta numérica.
asracclones | (14ngitud, superficie, peso). yperocon Densidad.
y la medida fracciones de cualquier
Relacién parte todo. denominador. Cambios de unidad y
Recta numérica Cambios de notacion.
Equivalencia, orden, suma.
Capitulo 2 Fracciones decimales Ademas de lo que se ve
Los decimales para medir. en 5°-6° (casillero de la
la medida . . izquierda):
Y Expresion decimal q )
aplicada en medidas de | recta numérica, densidad,
longitud, area, peso. cambios de unidad,
cambios de notacion.
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3° - 4° (primaria)

5° — 6° (primaria)

7° - 9° (secundaria)

Las fracciones
en el papel de

sin fracciones.

Problemas de cuarta

Capitulo 1 Repartos entre 2n. Algoritmo «a unidades | Dos definiciones
Las fracciones R entreb = % de unidad». | explicitas: como partes de
o epartos entre 3. X X
y la division - unidad y como cocientes.
_ Divisiones de otras
Resultados distintos pero ;
. . magnitudes. (Temas 2y 3)
equivalentes de un mismo
reparto. (Tema 2)
(Tema 1)
Capitulo 2 Se comparan razones, Se expresan razones con

fracciones, en situaciones
de comparacion y de

multiplicativo
fraccionario y
decimal

en situaciones de
proporcionalidad.

razones : ; cuarta proporcional.
proporcional sin
fracciones. (Temas 1y 2)
(Tema 1)
CIaP't“k(; 3 ?e aplican 'operadfilres La fraccion « de», como
El operador raccionarios sencillos multiplicacion x 2.

b
La relacién 1- 2 como
multiplicacion x%

El area de rectangulo de
dimensiones %, £ como
multiplicacion.

La division, como inversa
de la multiplicacion.

Ademas, en los capitulos se indica para qué grados pueden
ser adecuadas las actividades que se proponen, o las recomen-
daciones que se hacen. En el volumen II hay actividades que
son exclusivamente para el nivel de secundaria. Para facilitar

la deteccidn del nivel recomendado, en ese volumen se uti-

lizan los indicadores «Primaria», «Secundaria» o «Primaria

y Secundaria».
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Los tipos de actividad, la estructura del
libro, las distintas secciones

Para facilitar el estudio de temas de matematicas y de su didac-
tica, en los dos volimenes de esta serie se opt6 por un formato
que alterna numerosas actividades disefiadas para profesores,
con informacioén practica y tedrica sobre los aspectos que son
motivo de estudio. Las actividades son de muy diversa indole:
se plantean problemas de matematicas, se analizan leccio-
nes para alumnos de primaria y de secundaria, se revisan
programas escolares, se analizan producciones de alumnos
y fragmentos de clases. Cabe sefialar que una gran parte del
material que se presenta es producto de investigaciones en
el tema.

Casi todas las actividades (ejercicios, problemas, u otras)
se presentan con las respuestas o soluciones, ya sea después
dela actividad, o bien en el solucionario que se incluye al final
de cada volumen. En la version digital se puede consultar la
respuesta haciendo clic en la etiqueta Selv@EEI7AE. Asi mismo,
para regresar del solucionario al texto, basta con dar un clic
al titulo de la actividad que se consulté en el solucionario.

Casi todas las actividades pueden ser adaptadas para im-
plementarse en el aula, con los alumnos, ademas se sugiere
llevar a cabo algunas, y si es posible, compartir la experiencia
con otros docentes, como parte del proceso de estudio. Estas
actividades vienen sefialadas con la leyenda FXVWA.

Hay algunas secciones en algunos capitulos en los que se
ofrece una profundizacion, casi siempre sobre algiin aspecto
de matematicas. Se sefiala con la etiqueta TTHVNZNGETEN. Los
lectores pueden abordar estas secciones en el momento en que
las encuentren, o dejarlas para una ocasion posterior.



Mds de uno, pero menos de dos

:Como estudiar el contenido de esta obra?

Esta obra se elabor6 en forma de un taller, con numerosas
actividades. Es, por lo tanto, un libro en el que se alternan los
momentos de leer y resolver, y a veces también momentos de
implementar en clase, observar y tomar notas.

Aunque se puede estudiar de manera individual, se reco-
mienda hacerlo en grupo, al menos con un colega. De esta
manera la experiencia se puede enriquecer significativamen-
te al permitir entablar discusiones, hacer comparaciones de
procedimientos y resultados, realizar actividades en colectivo
(los juegos, por ejemplo).

Puede haber partes de la obra que le parezcan dificiles, se
le recomienda que las deje pendientes, continte con la acti-
vidad siguiente, o incluso el tema siguiente, y mas adelante
regrese a esas actividades, o regrese a ellas cuando pueda ha-
cerlas con algin colega. Con los conocimientos que usted
tiene, podrd abordar los distintos capitulos en cualquier orden.

Confiamos en que su viaje a través de los cinco capitulos,
le resultara util para llevar a cabo sus clases sobre fracciones
y decimales; para analizar las conexiones entre estos y otros
temas del curriculo; para evaluar y adaptar las propuestas que
se hacen en los diferentes materiales, oficiales o de editoriales
privadas; para disefiar usted mismo actividades; y para anali-
zar las producciones de los alumnos, sus errores, dificultades
y logros. Esperamos también que disfrute la experiencia de
estudiarlo, al descubrir otras facetas poco conocidas del tema,
y maneras gratificantes «de hacer matematicas».
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Capitulo 1.

Las fracciones y la division

En una clase de segundo grado, los alumnos obser-
van dos formas de repartir un pastel entre dos nifos:

Observador: Si se comen el pas-

tel, squién va a comer mds?

Olmo: Este (el de la izquierda) tiene mds
porque tiene ocho y este menos porque
son dos (se refiere a los — y los 2).”

Alumnos de quinto grado tratan de calcular cuanto
mide un paso de un robot que, con 7 pasos, se avanza
9 unidades. Por ensayo y error encuentran que si el
paso midiera 17, faltaria; y si midiera 13, sobrarfa:

Observador: Entonces... scudnto tendria que ser? (...)
Juan: Un paso y un quinto (...).°
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Introduccion

Asi como la accién de medir puede llevar al fraccionamiento
de unidades, también la accidn de repartir lo hace, de una
manera incluso mas explicita. Los problemas que implican
«repartir en partes iguales» constituyen una clase de proble-
mas de divisién que brindan otra ocasion para usar y estudiar
a las fracciones.” En este capitulo veremos estos problemas,
analizaremos algunas de sus variables didacticas, algunas pro-
ducciones de los alumnos y su evolucion.

Otra razoén de ser de las fracciones, esta vez de indole
matemadtica, es la siguiente: en los nimeros naturales hay di-
visiones cuyo cociente es un numero natural, y el residuo es
cero, por ejemplo, 6 + 2;12 + 3; 30 + 5, etc., y divisiones como
7 + 4, cuyo cociente exacto no es un numero natural. Asi, las
fracciones permiten que todas las divisiones de niimeros natu-
rales —excepto entre cero— tengan un cociente. Por ejemplo,
el resultado de dividir 7 unidades entre 4 es Z 0 13 de unidad,
por lo que se puede escribir 7 + 4 = Z.

Cabe sefalar que la division, ademads de ser una rica fuen-
te de problemas que requieren usar fracciones, guarda otra
relacion importante con ellas: la fraccion %, por ejemplo, se
puede definir como el nimero que multiplicado por 4 da 7,
es decir, como el cociente de 7 entre 4. La relacion entre esta
definicion de las fracciones «como cocientes» y la de partes
de unidad o «quebrados»'® que vimos en el capitulo 1 del
volumen I (en la que «%» de unidad significa «7 veces § de
unidad») no es evidente, y sin embargo no suele ser objeto de
estudio explicito en la escuela. Cuando los alumnos entran
a la secundaria, se encuentran con que el simbolo que ellos
asocian a las fracciones 3 (como a veces % de unidad) se usa
también para representar a la division a + b, o al cociente de
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esta; o incluso, con la novedad de que el cociente a + byla
fraccion 4 se consideran, en ciertas circunstancias, el mismo
objeto. Para conciliar las dos definiciones, como cociente y
como partes de unidad, se requiere un trabajo didactico.

Tema 1. El reparto en los primeros grados de la primaria

En el marco de un trabajo de investigacién'', se plantearon
actividades relativas a tareas de reparto a alumnos de primero
a tercer grado de primaria. A continuacidn, se presentan al-
gunos de los resultados obtenidos. Se intercalaran preguntas
para ayudar al docente a analizar la informacion.

1.1 Primera tarea: repartir entre 2 y entre 4

Los alumnos de un grupo de primer grado de primaria, orga-
nizados en equipos de dos o cuatro, realizaron una actividad
que consistia en repartirse cierto nimero de pasteles (hojas
de papel tamaiio carta) entre ellos de manera que a cada uno
le tocara lo mismo y no sobrara pastel.

Se observd que casi todos los niflos pudieron hacer bien
los repartos. Hicieron cortes a la mitad, a la mitad de la mitad,
etc. Por ejemplo, para repartir 3 pasteles entre 2 nifios apa-
recieron los repartos que se muestran en la figura 1. Los dos
nifos entre quienes se reparte se indican con las letras A y B.
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Forma de reparto 1 (un entero un medio a cada nifio)

A A B B

Forma de reparto 2 (seis cuartos a cada nifo)

A A A B B B

A A A B B B

Forma de reparto 3 (tres medios a cada nifio)

A A A B B B

Forma de reparto 4 (cuatro pedazos desiguales a un nifio y dos a otro)

Figura 1. Tipos de reparto para «tres pasteles entre dos nifios»

Con respecto al reparto tipo 4, Dévila (1992) explica:

Uno de los equipos de primer afio hizo el reparto tipo 4. El
grupo no lo acepté como bueno, argumentando que no estaba
bien porque a un nifio le habia tocado mds pastel: uno tenia
cuatro pedazos y el otro solo dos. Al preguntar el observador
qué se podia hacer para que les tocara lo mismo, una nifia
respondié: pasdndole un pedazo al otro nifio; lo hace y el
grupo acepta entonces que asi a los dos nifios les ha tocado
lo mismo, tres pedazos. (p. 36)
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Actividad 1.1
iEntre mas pedazos mas pastel?

a) ¢En qué casos lo que le toca a un niio es equivalente a lo que le
toca al otro?

b) ;Qué opina del criterio que usaron los nifios para corregir el repar-
to, a saber, que a todos les toque el mismo numero de pedazos?
Complemente su respuesta con lo que se explica en el siguiente
texto.

Relacion inversa entre dos variables: entre
mds pedazos, mds pequefios

En esta situacion hay dos datos que varian de manera inversa,
el niumero de pedacitos en que se divide una cantidad y su
tamafo: entre mayor es el nimero de pedacitos, menor es el
tamano de cada pedacito. Por su parte, la cantidad total no
cambia. Puede observarse que los nifios se centran en una va-
riable (nimero de pedazos) y dejan de lado la otra (el tamafio
de los pedazos), por eso no se dan cuenta de que la cantidad
total no cambia.

sCudndo y como introducir la escritura de las fracciones?

Cabe sefalar que a los alumnos de primero y segundo grado
no se les pidié expresar oralmente las fracciones, y, menos
aun, escribirlas. Como pudo verse, no necesitaron esas re-
presentaciones para enfrentar los retos que se les pusieron.
En tercer grado, una vez que los alumnos hacen los re-
partos y estan de acuerdo en que son correctos, se les puede
sugerir la tarea de escribir con fracciones la parte que le tocd
a cada nifio. Si ya empezaron a usar fracciones para expresar
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cantidades en situaciones de medicion, simplemente se reto-
man aquellas fracciones («;Se acuerdan como representamos
una parte que cabe dos veces en el entero?, 3», etc.). Si esta es
la primera vez que los alumnos van a escribir fracciones, se
introducen, en un primer momento, las unitarias (numerador
1). Surgiran escrituras aditivas como las siguientes:

15 debeieieied

+5+

N

1,1
2 2
Es un buen momento para destacar con los alumnos que todas
esas escrituras corresponden a la parte de pastel que le toco a
cada uno de los nifios, y por eso son equivalentes.

Mas adelante, se pueden introducir las fracciones no uni-
tarias, a partir de las unitarias, por ejemplo, 5 + 5 + 5 se escribe
también 3.

1.2 Segunda tarea: repartir entre 3

Ahora se trat6 de hacer un reparto de dos pasteles entre tres
ninos.
Dice la autora (Davila, 1992, p. 36):

La tendencia de partir por mitades propicio que los alumnos
tuvieran éxito en sus repartos entre 2 y entre 4 (...). Dicha
tendencia y la falta de conciencia de los resultados que ob-
tendrian se manifiestan con mds claridad cuando realizan
repartos entre tres, en donde encontramos que:

o Solo un equipo de segundo afio parte en tres sus enteros
para hacer el reparto.

o Los demds equipos utilizan la estrategia de partir por
mitades para realizar los repartos entre tres: parten la
hoja a la mitad, y luego nuevamente a la mitad, obtienen
4 cuartos. Asignan tres de ellos, uno a cada nifio, y el que
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sobra, de nuevo lo parten dos veces a la mitad, con lo que
obtienen dieciseisavos. Asignan uno a cada nifio, con lo
que a cada nifio le tocé, implicitamente, 5 + 4=, pero...
les vuelve a quedar uno. (Ver figura 2).

Figura 2. Reparto de un pastel entre tres, partiendo por mitades

Tras darse cuenta de que con esta estrategia —la biparticion—
siempre les va a sobrar un pedazo, tienen reacciones diversas:

(...) se deshacen de él [se refiere al pedazo], escondiéndolo,
tirandolo e incluso, un nifio de primero para desaparecerlo,
se lo traga. Estos nifios argumentan que ese pedazo ya no se
puede repartir o que ya no vale (Davila, 1992, p. 37).

Actividad 1.2
iPor qué es dificil repartir?

Explique con sus palabras la dificultad de los nifios para hacer un re-
parto equitativo (en partes iguales) y exhaustivo (sin que sobre). ;A
qué cree que se debe? Complemente su opinion con lo que se dice en
el texto que sigue.
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La dificultad de partir en un niimero de partes distinto a 2"

Los alumnos al principio no prevén una forma de partir, sim-
plemente realizan biparticiones. Esta es la primera forma de
particién que dominan (al doblar por la mitad no es nece-
sario prever en donde va la linea divisoria, esta se obtiene al
doblar la hoja haciendo coincidir los dos extremos). Cuando
el reparto no es entre 2" (2, 4, 8...) sino entre 3, por ejemplo,
no prevén que la biparticién no les permitira repartir exhaus-
tivamente. La particidn entre tres requiere de una prevision,
de una planificacion consciente de cémo hacer la particiéon*?.

Alumnos mas grandes, de cuarto o quinto grado, pueden
descubrir una estrategia, o apropiarse de ella, para obtener
tres partes aproximadamente iguales, que consiste en marcar
(o cortar, o doblar) un pedazo que sea del doble de tamafno
del que queda. Luego, ese pedazo se divide en dos.

1.3 Tercera tarea: comparar resultados
de un mismo reparto

Una vez que los equipos resolvieron un mismo reparto de dife-
rentes maneras, como las que se ilustraron en la figura 1y tras
verificar que se repartié todo y en partes iguales, se les pidié
que compararan la parte que le toc6 a un nifo de un equipo,
con la que tocd a un nifio de otro equipo. Primero se propici6
un didlogo para que los nifios dijeran lo que pensaban, lue-
go se les dieron los pedazos para que pusieran a prueba sus
afirmaciones. Se identificaron varios tipos de razonamientos.
A continuacidn, se muestra, a titulo de ejemplo, el reparto de
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un pastel entre dos (ver figura 3). En un equipo partieron en
cuartos (dieron 2 a cada uno), y en el otro en 16** (dieron =

a cada uno).
. . (A J[A][A][A]
LAaflalflallal]
8 . [8 [[8][8][8B]
[8 [[8][8][8B]

10.

11.

12.

13.

Figura 3. Dos maneras de dar un medio:
dos cuartos, u ocho dieciseisavos

Observador: Ahora pase el equipo dos.

Olmo: Este tiene mds porque tiene ocho y este menos por-

que son dos. (Se refiere a los pedazos de < y a los 2 pedazos
1

de Z)'

Observador: Si se comen el pastel ;quién va a comer mds?

Equipo: Los que tienen ocho.

Observador: ;Ustedes qué piensan? (pregunta al grupo),
squién se llenaria mds pronto si se comen el pastel, el nifio
que tiene dos pedazos o el que tiene ocho?

Nirios: El que tiene ocho.

Carlos: (Con tono de obviedad) Es lo mismo. Se llenarian
igual.

Nifios: No, se llenaria mds el que tiene ocho pedazos.
Observador: A ver, pasa el equipo uno.

(Carlos y Silvia traen sobre un cuaderno + de hoja y so-
brepuestos —=. Lo muestran a sus comparieros).

Observador: A ver, expliquenlo.

Carlos: Estos, si los doblamos y los cortamos (muestra 1) en
cuatro pedacitos quedan igual (muestra los - encimados
en el cuarto).

Observador: (Pregunta a Carlos) ;Si los cortamos se hace
mds o menos?
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14. Carlos: Queda igual (dice enojado y continiia). Si les da
cinco pasteles a un equipo y seis pasteles a otro, entonces
si gana el de seis, pero si nos da a todos un mismo pastel,
entonces nos toca igual y nadie gana.

Actividad 1.3
Dos pedazos no puede ser lo mismo que ocho pedazos

Analice las siguientes cuestiones y lea el texto que se propone ense-
guida.

:Por qué no es obvio para los nifios que las dos cantidades (% y
=) deben ser iguales?, ;Qué se necesita saber para poder anticipar
esa igualdad?

Compensar dos variables...

Como ya vimos, estan en juego dos variables que se compen-
san: cantidad y tamafio de los pedazos. Al parecer, en cierto
momento de su desarrollo, los niflos solamente consideran
una variable, como Olmo, quien se centra en el numero de
pedazos para concluir que donde hay 8 hay mds que donde
hay 2, sin fijarse en el tamafo de los pedazos (renglén 2).
Cuando se les dan los pedazos para que verifiquen, algunos
nifios, como, Silvia y Carlos (renglones 10 y 12), sobreponen
los 4 pedazos de 5= en el pedazo de 7y, al ver que coinciden,
se convencen de que en ambos repartos hay la misma can-
tidad de pastel. Es decir, a estos niflos la prueba empirica,
con material, les permite establecer la relacion correcta entre
ambas cantidades'.

Finalmente, el razonamiento mas avanzado lo ejemplifica
Carlos, en su intervencion del renglén 14. El anticipa que la
porcién que le toca a un niflo solamente puede ser mayor que
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la que le toca a otro nifio si se aumenta la cantidad de pasteles
a repartir, conservando la cantidad de nifios. Este alumno ya
esta seguro de que, si las cantidades iniciales que se van a re-
partir son las mismas y si los repartos se hacen bien, a un nifio
de un equipo le tocara lo mismo que a un nifio de otro equipo,
sin importar qué forma tengan las porciones y sin importar de
cuantos pedazos estén formadas. Carlos ha construido una
relacion que le permite anticipar esa igualdad, sin necesidad
de ver, de verificar. La relacion se puede expresar asi:

Dos o mas repartos en los que se reparte equitativa y ex-
haustivamente la misma cantidad, entre el mismo nimero
de partes, arrojan porciones iguales.

O también asi:

Si A y A’ son dos cantidades que se reparten en n partes
iguales, y Py P'son los pedazos por persona que resultan
de esos repartos, se tiene que:

nxP=A 'y nxP'=A

Si A y A’ son iguales, entonces, necesariamente Py P’ lo
son también.

Actividad 1.4
Una cosa es repartir y otra usar fracciones

Reflexione sobre las siguientes cuestiones relacionadas con las ex-
periencias de reparto que se presentaron. Después, complemente y
contraste sus puntos de vista con la informacion que se le presenta.

a) ;Se necesita un conocimiento previo de fracciones para resolver
estos problemas de reparto?

b) ;Qué aprenden los nifios al realizar estos repartos? ;Qué aspectos
de las fracciones pueden aprender y cuales no?
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El reparto en el primer ciclo de primaria

Como se pudo apreciar, los alumnos de primer ciclo (primero
y segundo grados), asi como los de tercer grado, no nece-
sitaron un conocimiento previo de fracciones para resolver
los problemas de reparto que se les plantearon. De hecho, en
toda la experiencia que se acaba de revisar, las fracciones no
se escribieron, ni se mencionaron.

Entonces, ;qué pueden aprender los alumnos al realizar-
las? En el primer ciclo (primero y segundo grado de primaria)
las experiencias de reparto pueden ser utiles para que los
alumnos aprendan a hacer repartos equitativos y exhaustivos,
poniendo en juego las biparticiones. Por ello es conveniente
que los repartos sean entre potencias de 2 (2,4, 8,...). Pueden
hacer repartos de uno o de varios enteros, con un resultado
mayor o menor a un entero. Estos repartos también son muy
adecuados para tercer grado.

Los otros dos problemas, el de buscar formas de repartir
entre 3, y, mas aun, el de comparar las cantidades obtenidas
mediante dos maneras de repartir, pueden ser adecuados de
tercer grado en adelante. Si bien en la experiencia anterior
vimos a algunos alumnos de primer ciclo enfrentarlas con
éxito, no dejan de ser excepcionales.

Con respecto a la introduccién de los nombres de las
fracciones, y de su escritura, se recomienda esperar hasta el
tercer grado. Comprender que una notacion (por ejemplo 3 )
formada por dos niimeros («1» y «2») expresa una cantidad y
no dos, es dificil, mas cuando los alumnos estan en proceso de
afianzar su conocimiento de los primeros numeros naturales.
Ademis, ;como comprender que 5 es equivalente a 2 cuando
para ellos cuatro pedacitos son mas que dos pedacitos? Mas
adelante, a partir de tercer grado, dedicaran tiempo a estudiar
la escritura de las fracciones. Como ya se comento anterior-
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mente, tanto las situaciones de medicion como las de reparto,
constituyen buenas ocasiones para que los alumnos, a partir
de tercer grado, expresen resultados de medir, y de repartir,
mediante fracciones, orales y escritas, y mediante expresiones
aditivas de fracciones.

Actividad 1.5
:Se puede repartir entre 3 partes mediante
biparticiones?

Explore el siguiente problema.

Como se vio, los alumnos tienden a resolver los repartos mediante
biparticiones, es decir, particiones sucesivas entre 2. Pero ;se puede
formar un pedazo de 5 de hoja con pedazos generados por biparticio-
nes (particiones a la mitad)? Por ejemplo, con ; + -, falta; con + +
se pasa.

Tema 2. Diversidad de situaciones de reparto

Cuando se habla de reparto se consideran, en general, proble-
mas de repartir cierta cantidad, por ejemplo, de chocolates,
entre otra cantidad, por ejemplo, de nifios. Se veran ahora
algunas variantes de ese problema que ayudan a los alumnos
a profundizar sus conocimientos sobre fracciones, aun cuando
se trabaje con un grupo reducido de fracciones como medios,
cuartos y tercios.

Ya se vio en el tema anterior que hay variaciones aparen-
temente pequefias, como la de cambiar la cantidad de nifios
entre los que se hace un reparto, que tienen un efecto grande
en la dificultad y en el procedimiento que se desarrolla'*. Hay
otras variaciones en las que se cambia la tarea misma, por
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ejemplo, cuando se trata ya no de resolver, sino de verificar
cudl es la respuesta correcta, entre varias que se dan. Final-
mente, hay problemas que, aun siendo dentro del contexto de
reparto, plantean una tarea nueva, por ejemplo, problemas de
comparacion, o de reconstruccion del entero. A continuacion,
se analizaran algunas de estas variantes.

AULA
Actividad 1.6 45, 50

Analizar una lecciéon de un libro de texto™®

a) En la leccidén que se presenta enseguida (figura 4) se plantean
diferentes tareas para alumnos que inician el cuarto grado. En el
ejercicio 2a se da una cantidad de alfajores (golosina tradicional
argentina) que sera repartida entre distintas cantidades de nifios:
3,6,y 4.Si se piensa en alumnos de cuarto grado, es previsible que
no tendra la misma dificultad repartir 9 alfajores entre 3 nifios, que
entre 6 0 entre 4, aunque se conserve la cantidad total de alfajores.
{Cuales podrian ser las diferencias de dificultad?

b) Después de resolver todos los incisos de los ejercicios 2 y 3 de la
leccion, identifique y describa las tareas que se plantean, asi como
las diferencias con la actividad 2a. Enseguida, complemente sus
observaciones con las que se presentan en el SeINVEENVX:[6].

@ Se quieren repartic 9 alfajores de manera gue cada nino reciba
la mizma cantidad v no quede nada sin repartir.

a) 5i hay 3 nifos, jCudntos alfajores le tocan a cada uno?
£ 1Y sl hay & nifos?
= ¥ sihay 4, Joudnto e toda a cada nifo?

& Escribi o dibujé cémo hiciste el reparto de los alfajores
antre 162 4 ARG,
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b) En el reparto de 9 alfajores entre 4 nifos, ;jpuede ser que a
cada uno le correspondan 2 alfajores y la cuarta parte de
otro alfajor? ...

¢) Ana realizo el reparto de esta manera. ;Cé6mo puede
escribir con nimeros lo que le tocaa cada uno? ...

" O OO
= s
Si se reparten 9 alfajores entre 4 nifios, a cada uno le tocan 2 alfajoresyla &

cuarta parte de otro. Esa cantidad se puede escribir de distintas maneras:

1 9 4,1
2+ 7 7 t%

o

Estas son expresiones equivalentes.

d) En sus carpetas, expliquen con dibujos como se hizo el
reparto para que a cada nifo le toque % + %de alfajor.

@Tres chicos se reparten 7 chocolates en partes iguales.
a) ¢Qué cantidad le toca a cada uno?

b) Representa en estos rectangulos el reparto que hiciste.

Como hay
Y nifos, divido
cada alfgjor en cuatro
partes iguales y le doy una
de esas parfes a cada

¢) ¢Cudles de estas expresiones representan la cantidad de
chocolate que le tocé a cada uno?

1+ 1+1+3

1
3

+5+5+o+

wi
W=

1.1
2%3 2+

N|—

1,1
22

WN|—
W|—
W|—
Wl—
W|—
WN|—

Figura 4. Hacer matematicas 4. Ficha 35. Saiz y Parra, 2013, pp. 108-109.
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Diversidad en las tareas de repartir

En la leccién anterior hay una gran variedad de tareas, por
ejemplo, determinar cudnto le corresponde a cada nifio en
distintos repartos (9 alfajores y 3, 6 0 4 nifios o 7 chocolates
y 3 nifios); escribir numéricamente una expresion dada en
forma verbal; seleccionar entre varias expresiones numéricas
la que corresponde a un cierto reparto; validar si un resultado
de un reparto es correcto o no; explicar la forma de realizar
un reparto, a partir de la escritura numérica de lo que le toca
a cada nifo; encontrar y dibujar en un cierto esquema, el re-
parto realizado, etc. Puede notarse que no solamente las tareas
son distintas, también los tipos de interaccion: se actua para
hacer un reparto, se formulan y explican procedimientos, se
validan resultados.

Actividad 1.7
iCual de dos repartos arroja pedazos mas grandes?

Los problemas de comparacion de resultados de dos repartos consti-
tuyen otra tarea interesante desde el punto de vista de los aprendizajes
que pueden propiciar.

En una investigacion'®, se plantearon tareas de comparacion de
repartos para algunos alumnos de 3°, 4° y 5° de primaria. Se buscaba
analizar el efecto de ciertas variables, sobre los procedimientos de los
alumnos. Se confirmé que, en efecto, a veces los alumnos cambian de
procedimiento cuando se modifican ciertas caracteristicas de los pro-
blemas, pero también se observd que los cambios de procedimiento
ocurren de un alumno a otro, con el mismo problema. En estos casos,
son los conocimientos de cada alumno, y no las caracteristicas del
problema, lo que determina el procedimiento.

A continuacion, se presentan las resoluciones de algunos de los
alumnos al siguiente problema:
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« Enla mesa E se reparte 1 pastel entre 3 nifios, y en la mesa F se
reparten 2 pasteles entre 7 nifos. ;A los niflos de qué mesa les
toco un pedazo mas grande?

Se aclaré desde el principio que en cada mesa el reparto fue equitativo
y exhaustivo.

Analice las resoluciones que hicieron los alumnos y explique la dife-
rencia entre las dos primeras y las dos tltimas. Complemente su punto
de vista con la explicacion que se proporciona en el SeIIVEENVTe),

15. ltzel (4°)
Primero dibuja el pastel de la mesa E y a un lado los dos pasteles
de la mesa F. Después divide los dos tltimos pasteles en 7 partes
cada unoy el pastel de la mesa E en 3 partes.

E F

NN (NN
N

Figura 5. Resolucion de Itzel

La mesa E, porque aqui les va a tocar un cacho mds grande, porque
son menos nifios y en la F les va a tocar menos porque son mds
nifios (...)

16. Arturo (4°)
Inmediatamente responde:

En la mesa E (...) porque aqui (E) es un pastel y nada mads le toca
un tercio. Y aqui en la F hay 2 pasteles para 7 nifios y seria, este, 2
séptimos (...) dos séptimos, es mds. jAh no!, entonces es la F, porque
dos séptimos es mas grande que un tercio (...) jSi es en la E! (...)
porque se parte en 3 y no en 7 que son mds cortas las rebanadas.

Decide entonces hacer una representacion con dibujos.
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18.

Mds de uno, pero menos de dos

Estos dos pedazos (sefiala los séptimos) apenas igualan, no lo igualan
a uno de estos (%) (..) Es que aqui (%) se parte en tercio y aqui ()
lo estamos partiendo en mds.

Finalmente, opta por comparar 5 con 5 de una manera original:

Divide un pastel en séptimos; encima, marca los tercios, consi-
derando dos séptimos por cada tercio. Le sobra un séptimo, el
cual divide en tres para asignar cada 21*°(al que llama «punto
decimal ») a cada uno de los tercios. Encuentra, con dibujos, que
3 =2+ (5de7), perointerpreta de manera errénea este hallazgo
y concluye que > es mayor que un tercio (ver figura 6).

Figura 6. Resolucion de Arturo

Nancy (6°)
En la mesa E (...) Porque si tuviéramos 2 pasteles en la mesa E serian
2 pasteles para 6 nifios y en la mesa F hay 2 pasteles para 7 niiios

Adriana (5°)
Contesta inmediatamente:

En la E (..) porque aqui (E) solo te lo vas a repartir en 3 nifios un
pastel y aqui (F) te lo vas a repartir en 7 y te quitarian otro pedazo
para, por ejemplo, si aqui (2 pasteles) hubieran 2 y aqui (7 nifios)
hubieran 6, les tocaria igual y se lo van a repartir porque hay otro
nifio que ya seria el nimero 7 y tendria que ser mds grande el pastel
para que se lo repartieran.
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Cocientes indicados y fracciones

En la actividad de averiguar quién come mas pastel, hay ca-
sos en los que es posible contestar sin hacer los repartos, por
ejemplo, si el nimero de nifios en ambos repartos es el mis-
mo, basta con ver donde hay mas pasteles, o si el numero de
pasteles en ambos casos es el mismo, basta con ver dénde hay
menos ninos.

Cuando se comparan los resultados de dos repartos sin
cuantificar el resultado, por ejemplo, cuando se dice «en 3
pasteles entre 4 nifios le toca mds a cada nifio que en 3 pas-
teles entre 5 niflos», se puede decir que se estin comparando
«cocientes indicados» (3 entre 4 se compara contra 3 entre 5)
y para hacerlo, se ponen en juego propiedades de la division
(por ejemplo, «a mayor divisor, menor cociente»). Estos co-
cientes indicados también pueden definirse como «razones».
Volveremos sobre esta nocidn en el capitulo 2 de este libro.

Con estas actividades los alumnos comienzan a relacionar,
de manera implicita, los cocientes indicados del tipo «2 pasteles
entre 4 niflos», con las fracciones, como «3 pastel por nifio».

Actividad 1.8
Repartos faciles de comparar

En la actividad anterior, se pudieron ver algunos casos en los que es
relativamente facil comparar los repartos a partir de establecer ciertas
relaciones entre los datos, sin obtener las fracciones correspondientes.
A continuacion, se extiende la lista de estos casos. Para cada uno,
usted proporcione un ejemplo y explique como se puede hacer la
comparacion de los repartos.

« Misma cantidad de nifios en los dos repartos.
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« Misma cantidad de pasteles en los dos repartos. Este caso es mas
dificil, que el anterior. ;Por qué?

+ La cantidad de pasteles de uno de los repartos es mayor que la
del otro, pero la cantidad de alumnos es menor, por ejemplo, 3
pasteles, 4 nifios vs 2 pasteles, 5 nifios.

+ La cantidad de pasteles en uno de los repartos, es menor que la
de nifios; y en el otro reparto, es mayor, por ejemplo, 3 pasteles, 4
nifos vs 5 pasteles, 4 nifios.

Estas actividades de comparacion favorecen establecer relaciones
entre los datos de los repartos, aunque las fracciones no intervienen
explicitamente.

y—
Actividad 1.9

Otra vez: ;de qué tamaiio era el entero?

En capitulo 1 del primer volumen se plantea una actividad (1.4) que
consiste en «reconstruir el entero », conociendo una fraccion de este.
Ahora se plantea la misma actividad en un contexto de reparto. Co-
mo podra observar, se trata de variantes de los problemas de reparto
mas dificiles, pues ya no se trata de hacer el reparto, sino de partir del
resultado de este, e ir hacia atras para determinar como era el entero.
Las siguientes actividades podrian ser adecuadas para sexto grado de
primaria o primer grado de secundaria.

a) El pedazo de chocolate que aparece dibujado es 7 de la barra
entera (ver figura 7). Dibuja la barra entera. ;Hay mas de una
solucién?

Figura 7.  de la barra entera
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b) Ahorala porcién dibujada es 15 del chocolate (ver figura 8). Marca
hasta donde llega un chocolate entero. SeINVEELVX:[e]

Figura 8. 15 de chocolate

c) Se repartieron barras de chocolate, como la que esta dibujada
abajo (figura 9), entre varios nifios, de manera equitativa (todas
las porciones iguales) y exhaustiva (se reparti6 todo). A cada nifio
le toco una porcion como la que también esta dibujada abajo.
(Cuantas barras se pudieron haber repartido? ;Y entre cuantos
ninos?

Barra de chocolate

Porcion de un nifio

Figura 9. Barra entera y porcion por nifio
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Tema 3. La fraccion como cociente de dos enteros

3.1 Generalizacion del resultado de los repartos:
m unidades entre n es igual a % de unidad

Actividad 1.10
Tres unidades entre cuatro es igual a
2 de unidad. ;Es una coincidencia?

Conteste las preguntas ay b y lea el texto que se presenta enseguida.

El resultado de 3 unidades entre 4 es igual a = de unidad. Observe
que el dividendo (3) resulta ser el numerador de la fraccion, y el divisor
(4) es el denominador. ;Ocurre esto siempre o es coincidencia?, es decir:

a) ;pasara lo mismo si se dividen 2 unidades entre 5%

b) ;siempre que se dividen m unidades en n partes, resulta que cada
parte mide justamente %' de unidad? Si su respuesta es «no», dé un
contraejemplo. Si su respuesta es «si», trate de explicar por qué.

No es coincidencia

Supongamos que para hacer el reparto equitativo y exhaustivo
de 5 pasteles entre 8 personas se decide hacer el reparto pastel
por pastel. Entonces, del primer pastel, a cada persona le toca
+ de pastel. Del segundo pastel, a cada persona le toca ; de
pastel, y asi sucesivamente. De los 5 pasteles, a cada persona
le toca 5 veces 5 de pastel:

<deU+:deU+5deU+5:deU+5deU=2deU

Con esto, se empieza a ver que no se trata de una coincidencia.
En general, el reparto de m pasteles entre n es igual a - de pastel:
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« sisereparte un pastel entre 1, a cada uno le toca + de pastel;
« sisereparten m pasteles entre 1, a cada uno le toca m veces
1 de unidad, es decir, 2 de unidad.

Los alumnos, en quinto o sexto grado de primaria, si han
tenido varias experiencias haciendo repartos, pueden llegar
a establecer este resultado general, con un poco de ayuda, a
partir de preguntas como: «;se puede prever qué parte del
pastel (o de la unidad) le corresponde a cada uno, sin tener
que hacer el reparto?» Los alumnos podrian explorar con dis-
tintos repartos. En cierto momento, se puede incluir el caso
de porciones mayores que la unidad: «Y si hay mas pasteles
que nifios, ;también se puede anticipar cuanto le tocara a cada
uno? Por ejemplo, ;si hay 7 pasteles entre 4 nifios?» Si se aplica
el hallazgo anterior, sale Z y eso es lo mismo que decir 1 + >
pasteles para cada nifo.

A continuacion, se analizara una experiencia en la que
los alumnos de un grupo de sexto grado de primaria resol-
vieron varios problemas de reparto. Se destacara la diversidad
de formas que encontraron para resolver, y la riqueza de los
argumentos que emergieron. En la actividad 1.11 que viene
después de la descripcion de la experiencia, se plantean pre-
guntas para analizarla.

El reparto de pasteles en sexto grado

En el trabajo citado con anterioridad (Block, 2006a), con el
proposito de establecer la relacion a unidades + b = de uni-
dad, se aplicaron en sexto grado un conjunto de situaciones
de reparto con dos caracteristicas:

o repartos en los que el numero de pasteles a repartir es
variable pero el nimero de nifios es constante (por ejem-
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plo, 1 pastel entre 5; 2 pasteles entre 5 o 3 pasteles entre 5,
etc.), con la finalidad de que puedan aplicar razonamientos
como «2 pasteles entre 5 nifios debe ser el doble de 1 pastel
entre 5 nifos» (sesiones 1y 2);

« repartos en los que las cantidades son mas grandes, para
disuadir el recurso de la representacion grafica (sesion 3).

No se entregd ningin material. Los alumnos contaban con
hojas blancas y lapiz.

Como se mostrard a continuacion, los problemas dieron
lugar a una buena cantidad de procedimientos, de relaciones
y de generalizaciones.

Procedimientos identificados

« Enla sesion 1, los repartos fueron: 2 entre 5y 3 entre 5.

« Enla sesion 2, fueron: 3 entre 7, 2 entre 7 y 4 entre 7.

« Aparecieron cinco procedimientos, de los cuales dos, el 3
y el 4, fueron mayoritarios y se generalizaron.

Procedimiento I: particion en 2"
Consiste en hacer primero particiones entre potencias de 2
como suelen hacer los alumnos de primer ciclo. En este grado
fueron muy pocos los alumnos que utilizaron este procedi-
miento, y, en algin momento, partieron entre el nimero de
nifos (es decir, entre el divisor).

Procedimiento 2: integrando una nueva unidad
Para el reparto 2 entre 5, por lo menos en un equipo, los alumnos
consideraron a los dos pasteles como uno solo y respondie-
ron 3, dejando implicito que se trataba de 1 de dos pasteles.
Esto dio lugar a una larga discusion. A los autores de ese
resultado se les dificulto explicarlo. Después, varios nifos,
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apoyandose en representaciones graficas que hicieron en el
momento, lograron explicar que «es lo mismo 2 de un pastel
que 3 de dos pasteles» (ver figura 10).

de pastel

wn|N

1
5 de 2 pasteles

Figura 10. ¢ de dos y % de uno

Efectivamente, no resulta dificil establecer que 2 unidades
entre 5 es 3 de 2 unidades. Pero ¢ de 2 unidades, ;cuénto es
de una sola unidad? Esto lo resuelven con el procedimiento
3 0con el 4.

Procedimiento 3: repartir pastel por pastel
Consiste en repartir pastel por pastel a las 5 personas, por
ejemplo, para 3 entre 5:

o Del primer pastel toca a cada una 3 Numflffo de | Porcién por
t
o Del segundo pastel, otro 3 Lo persor:a
] 1
o Del tercer pastel, otro 3 :
3 x 3 X3
« En total, toca a cada una z de pastel 3 3
5

Este es el procedimiento que se deseaba propiciar por llevar
facilmente a la generalizacion: «m pasteles entre n personas
igual a 7 de pastel a cada personan.

La mayor parte de los equipos lo utilizé desde el primer
reparto (2 + 5), y llegé a formularlo muy claramente:
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o «(2 pasteles entre 5 es Z ) porque un pastel entre cinco es 3,
entonces 2 pasteles entre 5 es = »;

o «(4 pasteles entre 7 es % porque) dividimos cada pastel en
7, le damos un séptimo a cada persona de cada pastel, les
tocan 3 ».

Mas adelante, en la sesion 3, frente a la tarea de repartir 27
pasteles entre 45 personas, efectivamente la mayoria acudio6
a ese razonamiento: «Un pastel entre 45 toca a 4= de pastel
por persona, entonces en total toca a 2 de pastel por persona.»

Algunos de los que no utilizaron este procedimiento y
llegaron al resultado por un camino mas laborioso, o no llega-

Némero de | Porcion por ron, al escuchar la explicacion durante la puesta en

pasteles persona comun se muestran sorprendidos. «;Se podia dividir
1 o cada pastel!», exclam6 uno de ellos.

xm _xm Es decir, se establecio la relacion m + n ==, en
m n el contexto de reparto.

Procedimiento 4: partir cada pastel entre el niimero de nifios

(entre 5), juntar todos los pedazos (10 quintos) y repartirlos.
Desde la primera sesion algunos alumnos resolvian el reparto
2 entre 5, con apoyo en dibujos, asi:

2 pasteles = 10 quintos y
10 quintos entre 5 = 2 quintos

En general: m entre n = mn «eneavos» entre 1y eso es igual a &+

En los problemas en los que los numeros son un poco mas
grandes no apareci6é mas este procedimiento, es decir, no lo
generalizan. Como se verd después (en el tema 4), este mismo
procedimiento aparece en otro contexto, en la secuencia «La
medida del paso de los Robots».
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Procedimiento 5: encuentro del cociente

fraccionario con el cociente decimal
Cuando el dividendo de la division (cantidad de pasteles) es
mayor que el divisor (cantidad de personas), pero no es mul-
tiplo de este (es decir, queda un residuo), aparecen dos formas
de hacer el reparto: usar la division de enteros, extendida a
cociente decimal, o bien, fraccionar el residuo. A continuacién
se muestra un ejemplo.

Para 19 pasteles entre 7, al usar la division, obtienen un resul-
tado de 2 pasteles por persona y sobran 5 pasteles.

Varios alumnos resolvieron el reparto del residuo partiendo
los pasteles en séptimos: 5 entre 7 es 2; un alumno us6 una
regla incluida en su libro de texto, segtin la cual la fraccién
del resultado se forma con el residuo de la divisién como
numerador y con el divisor como el denominador. Otros, en
cambio, continuaron con la division, con decimales:

2.71

7/19

50
10
3

Surgid entonces la duda de si estos resultados, 2.71y 2 2, eran
o0 no equivalentes, y de como pasar de una representacion a
otra. Los alumnos mostraron no estar nada seguros de dicha
equivalencia. En la primera ocasion en que esto sucedio lle-
garon a establecer que:

« seguramente los dos resultados son correctos;

e 2.71equivale a: 2 + 35 + 155 0 2 + 1255

« la division 5 entre 7 no se acaba.
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En otra ocasidn, para 27 entre 45, también aparecieron los
dos tipos de resultados: mediante la particién del residuo y la
division con decimales. En este caso la fraccion que se genera
si es decimal, por lo que «la divisién se acaba». Un alumno
(excepcionalmente habil) logré mostrar la equivalencia:

27 = 2 (simplificando)
27 +45=0.6
0.6=1>=2

Actividad 1.11
Aproximaciones al cociente

Analice algunos aspectos de la actividad anterior, a partir de las si-
guientes indicaciones.

a) Describa los diferentes caminos a través de los cuales, en esta clase,
los alumnos se aproximaron al cociente del reparto m pasteles
entre n.

b) Enlasituacion hubo una actividad en la que se trat6 de encontrar
el resultado de varios repartos, todos entre 5 nifios. ;En qué ayudo
que el numero de nifos fuera una constante?

¢) En la primaria hay ocasiones en las que, sin una explicacion, se
hace uso, de manera implicita, de la definicién de fraccion como
cociente. Si conoce alguna de esas ocasiones, describala y después
vea las que se mencionan en el

Actividad 1.12
Dos maneras de presentar un problema.
:Se obtiene el mismo problema?

a) Resuelva el siguiente problema. Después, explique como se ima-

gina que lo podrian resolver alumnos de sexto grado de primaria
o primer grado de secundaria. SOIIVEENVAE

62



Las fracciones y la division

Se repartieron varias galletas entre algunos nifios, en partes
iguales y sin que sobrara ninguna. A cada uno le tocé + de
galleta. sCudntas galletas eran y cudntos nifios habia? ;Cudntas
respuestas correctas hay?

b) Compare el problema que acaba de resolver con el problema an-
terior (1.9, inciso c) ;Qué diferencias encuentra? ;Cual le parece
mas dificil y por qué? SeIVEeLYNle]

3.2 Un problema de division en el que no se
reparten pasteles

;Qué pasaria si en lugar de repartir pasteles entre nifios, ahora
se tratara de dividir una longitud de cierta medida en cier-
to numero de partes iguales? Si los alumnos ya saben que a
pasteles entre b nifios es igual a § de pastel por nifo, es decir,
si ya establecieron la relacion a unidades + b = 4 de unidad
en el contexto del reparto de pasteles, ;cabe esperar que la
transfieran al contexto de medidas de longitud? Si ya saben
que 3 pasteles entre 4 nifios arrojan 2 de pastel por nifio, spo-
dran saber que, si se dividen 3 metros en 4 partes iguales,
cada una serd de 3 de metro, sin necesidad de calcularlo? En
un estudio'” se explord la pregunta anterior, con alumnos de
quinto grado, mediante la secuencia de situaciones «El paso
de los robots». Resulté que ningin alumno trasladé al nuevo
contexto la relacion construida en el contexto de reparto de
pasteles. Los alumnos desarrollaron nuevos y diversos proce-
dimientos, para lo cual pusieron en juego sus conocimientos
previos sobre fracciones, sobre decimales y sobre la division,
e hicieron conexiones entre esos conocimientos. Esto en si
ya fue valioso por el repaso amplio que permitid, mas alla
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de que algunos de los procedimientos desarrollados fueron
elementales y otros fueron sistematicos. Al final, fue posible
volver a establecer en la clase que la division de a unidades
entre b, arroja como cociente 3 de unidad en el nuevo con-
texto, lo cual constituye una manera de fortalecer el vinculo
conceptual entre la divisién y la fraccion.

A continuacidn, se presentan algunos de los procedi-
mientos que desarrollaron los alumnos de un grupo de sexto
grado, en este contexto'®. Es importante sefialar que dichos
procedimientos no fueron ensefiados por el maestro, y que
en otro grupo podrian no aparecer algunos, y si otros. Al tér-
mino de la aplicacién de una secuencia como esta, se podria
institucionalizar, con la intervencién del maestro, alguno de
los procedimientos mas sistematicos.

La situacion «El paso de los robots»

Se trata de un conjunto de «robots» que, al dar cierto nimero
de pasos, avanzan cierta distancia. Cada robot da pasos de
determinado tamafio, unos dan pasos mas grandes que otros
pero los de un mismo robot son siempre iguales.

En esta situacion se plantea que todos los robots dan cinco
pasos. Se dala distancia avanzada en los cinco pasos por cada
robot, y lo que debe averiguarse es el tamano de un paso.

Por ejemplo, en la tabla de abajo se presentan 4 robots.
Todos dan 5 pasos. Se informa la distancia avanzada por cada
uno en los 5 pasos. Se debe averiguar el tamafo del paso, o, lo
que es lo mismo, la distancia avanzada en un paso.
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Robot Distancia recorrida Distancia recorrida
en 5 pasos en un paso

A 1 unidad

B 2 unidades

C 3 unidades

D 4 unidades

En la primera aplicacion de la situacion se pidi6 a los alumnos
que construyeran fisicamente la longitud del paso (se utiliza-
ron tiras de cartoncillo para representar tanto a las unidades
como al trayecto avanzado) y, en las sesiones siguientes, se les
pidi6 ademas que determinaran la medida. La primera opcién
(construir el paso fisicamente sin pasar por la medida) no
requiere del uso de fracciones, pero permite comprender las
relaciones entre los elementos en juego.

En resumen, las caracteristicas de la situacion son las si-
guientes.

o Para cada robot, hay tres datos que son: el tamafio de su
paso, el numero de pasos (este dato es comun para todos),
y la distancia recorrida.

« El dato que no se conoce es el tamario del paso.

« El tamano del paso de cada robot se podria calcular me-
diante la division «distancia recorrida entre nimero de
pasos», pero los alumnos no lo saben de entrada, y ade-
mas, la mayoria no sabe atin hacer esa division, entonces,
buscaran otros procedimientos.

 Todos los robots dan 5 pasos. Esta constante permite es-
tablecer una relacién proporcional entre el tamafio del
paso y la distancia recorrida por cada robot. Gracias a
eso se cumple que, por ejemplo, si un robot recorre dos
veces (o tres veces, o n veces) la distancia que recorre otro,
es porque su paso también es dos veces (o tres veces, o n
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veces) el tamano del paso de aquel. Entonces, el robot que
recorre 3 unidades, por ejemplo, debe dar pasos del triple
de tamarfio de los que da el que solo avanza una unidad. Se
busco propiciar que los alumnos averiguaran el tamafio
de los pasos de cada robot usando esta propiedad de la
proporcionalidad, sin hacer uso de la divisién. Algunos
lo hicieron, pero la mayoria desarrollé otras maneras de
calcular el tamaio de los pasos. La diversidad de maneras
de resolver fue interesante.

Materiales y las formas de validar

Cada equipo recibi6 una ficha de trabajo en la que se presen-
t6 la informacion en una tabla como la anterior en la que se
indica la distancia recorrida en 5 pasos. Ademas, recibieron
las siguientes tiras de cartoncillo:

o tira numerada (tira amarilla);

0 1 2 3 4 5

o tira unidad de la misma longitud que las unidades de la
tira numerada;

« tirade cartoncillo para construir una longitud del tamano
del paso.
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Se previeron tres formas de validar.

La «validacién empirica» consiste en cortar la tira de car-
toncillo segtin la medida estimada para el paso e iterarla sobre
la tira numerada tantas veces como lo indique el numero de
pasos. Si al final hay coincidencia con la distancia sefialada,
entonces la medida del paso es correcta.

La «validacion aritmética» consiste en sumar la medida
estimada para el paso tantas veces como lo indique el niime-
ro de pasos, o bien multiplicar la medida por el nimero de
pasos, para finalmente obtener el recorrido total. Esta forma
de validacion lleva a establecer una relacion multiplicativa:
medida de un paso multiplicada x 5 pasos = distancia reco-
rrida en 5 pasos.

Por ultimo, la «verificacién intermedia», asi nombrada
porque incluye elementos de las dos anteriores: por ejemplo,
si para un robot que avanza 3 unidades en 5 pasos se afirma
que su paso mide 3, cada unidad de la tira numerada se divide
aproximadamente en quintos (marcando las lineas con un
lapiz), posteriormente se forman segmentos de tres quintos
y, finalmente, se verifica si 5 veces  es igual a 3 unidades. Si
bien se recurre a una division fisica de las unidades, no es
necesario que tal division sea exacta (es solo un apoyo para
ir contando los quintos de unidad).

Actividad 1.13
¢{Cuanto mide un paso?

a) Calculelas distancias recorridas en un paso por los distintos robots
y anoételas en la tabla anterior.

b) Haga anotaciones acerca de como piensa que resolverian alumnos
de quinto o sexto grado de primaria, prevea algunas dificultades.

¢) Analice los procedimientos de los alumnos de quinto grado que
se reportan a continuacion.
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Los procedimientos

A continuacién, veremos algunos de los procedimientos de
resolucion de los alumnos. Los procedimientos estan organi-
zados en dos grupos, primero los que son por ensayo y error,
y después los que son mas sistematicos.

Procedimientos poco sistemdticos

« Obtener fisicamente «el paso» por ensayo y error
Por ejemplo, para un robot que avanza 3 unidades
en 5 pasos, algunos alumnos cortaron un pedazo de la
tira, estimando que al iterarlo 5 veces llegara al 3. Una
vez cortado, lo iteraron (ver figura 11). De acuerdo con
el resultado obtenido, cortaron un pedazo mas grande o
mas pequefio que el anterior.

Figura 11. Iterando el pedazo sobre la tira unidad

« Obtener fisicamente el tamafo del paso formando una
longitud igual al recorrido total y partiéndola entre el na-
mero de pasos

Para el mismo ejemplo (3 unidades en 5 pasos), unos
alumnos cortaron una tira de longitud igual a 3 unidades,
y la dividieron en 5 partes aproximadamente iguales, por
tanteo (ver figura 12).
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Figura 12. Tira de 3 unidades dividida en 5 partes

En los procedimientos anteriores, una vez que se tuvo el paso,
algunos alumnos intentaron asignar una medida comparando
el paso con la tira unidad, a través de diferentes medios que
se explican a continuacion.

- Estimando: «un poco mds de la mitad», «como un tercio»

(de la unidad).

-1

- Doblando la tira unidad en medios, en cuartos, y, final-
mente, aproximando con octavos'®.
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— Estimar una fraccién, multiplicarla por los pasos, y ajustar

Sin utilizar el material, algunos alumnos estimaron una frac-
cién de unidad y la verificaron multiplicandola por el nimero
de pasos (o0 sumandola iteradamente) y luego hicieron ajustes
progresivos. Por ejemplo, para un robot que avanza 9 unida-
des en 7 pasos, se presentd el siguiente dialogo en un equipo:

Ismael (a Juan): [el tamario del paso] es menos de
uno y medio.

(...)

Alejandro: Va a llegar al nueve y se va a pasar por un
medio. Vean (prueban haciendo marcas sobre la tira
amarilla y se pasan mds de lo previsto).

5 3 5 4 3 3 3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(...)

Alejandro: (...) Tiene que ser entre uno y uno y medio.
Ismael: Tendria que ser uno y un cuarto.

(Prueban haciendo marcas cada 15, llegan a 8 3).

Alejandro: Un tercio es mds de un cuarto, pero menos
de un medio.

Ismael: Si, un tercio.

Alejandro: Un quinto es mds chico que un cuarto, un
tercio es mds grande. Uno y un tercio.

(Intentan con un entero y un tercio, pero al avanzar
6 pasos llegan ya a 8 unidades) (...)

Observador: Entonces, si es un paso y un cuarto, le
falta, si es un paso y un tercio, le sobra, ;cudnto tendria
que ser? (...)

/0
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Juan: Un paso un quinto (...)

Alejandro: Pero es que mira, un quinto es mds chico
que un cuarto, y si con un cuarto no se pudo, con un
quinto menos.

Ismael: Un octavo.

Alejandro: jAy! (risas)

La busqueda de una medida x que satisfaga la condicion 7
veces x =9 unidades lleva a los nifios a estimar varias medidas,
a iterarlas y ajustarlas hasta encontrar una buena acotacién
entre numeros formados con fracciones unitarias:

Cabe sefalar que cuando los alumnos estimaron medidas
fraccionarias, casi siempre fueron unitarias (es decir, con
numerador 1). Si en una clase se presenta una situacion co-
mo esta, seria un buen momento para preguntar y estudiar si
existen o no fracciones mayores que 3 pero menores que ;-

Actividad 1.14
iExisten fracciones mayores que - pero menores que ;?

a) Describa con sus palabras la dificultad que dejan ver los alumnos
en el episodio anterior.
b) ;Como se relaciona esa dificultad con la propiedad de la densidad?

Procedimientos mds sistemdticos
Los procedimientos mas sistematicos se generaron a partir
de la segunda sesion, cuando se pidi6 a los alumnos que pro-
porcionaran la medida de cada paso. Vamos a analizar tres
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procedimientos: 1) el que utiliza propiedades de la propor-
cionalidad; 2) el que subdivide las unidades para obtener un
numero total de partes divisible entre el nimero de pasos; 3)
el que obtiene una aproximacion decimal del tamafio del paso
(con y sin algoritmo de la division).

» Procedimiento 1. Pensar en una escala: «si solo hubiera
avanzado una unidad...»

Este fue el procedimiento que se quiso propiciar en
la secuencia, pero muy pocos alumnos lo desarrollaron.
Veamos primero un ejemplo en el que, entre los robots
de la lista, figuraba uno cuyo recorrido total era una sola
unidad.

Para un robot B que avanza 2 unidades en 5 pasos.

Erick: Primero dividimos la unidad de medida en cin-
co partes, que es el robot A (el robot A avanza 1 unidad
en 5 pasos), y después como son dos unidades (robot
B), es lo doble de A.

Maestra: ;Como escribieron su mensaje?*’

Erick: Igual (al mensaje enviado al equipo anterior:
«Haz robot que dé un paso de 2») (...)

El esquema siguiente resume el procedimiento que explicd
Erick:

Distancia | Distancia
en 5 pasos | en 1 paso

Tu sdeu
X2 < > X2
Robot B

2u >deu
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Naturalmente, el procedimiento anterior se facilita si entre
los robots aparece el de aquel que avanza una sola unidad
en los 5 pasos. Veamos ahora un ejemplo en el que el ro-
bot que avanza una unidad no figuraba entre los robots
de la lista:

Para un robot que avanza 5 unidades en 7 pasos.

Raul: Primero dividimos entre siete, de esos siete solo
tomamos cinco.

Maestra: ;Pero por qué agarraron cinco?
Raul: Porque nada mds eran cinco unidades.

Maestra: (...) nos deja medio desconcertados, parece
magia. Porque eran cinco unidades siete pasos, uste-
des nada mds agarraron la unidad, la dividieron en
siete y tomaron cinco (partes de cada unidad). ;Cémo
supieron que si les iba a salir? (...)

Maltos: Si quisiéramos llegar a la unidad en siete pasos
nada mds necesitariamos un séptimo y si quisiéra-
mos llegar a dos unidades serian dos séptimos y asi
va aumentando hasta llegar al cinco y cinco séptimos
y llegamos a la quinta unidad.

En este procedimiento subyace la idea de una especie de
escala: calcular el tamafio del paso en el caso hipotético de
que el robot hubiera avanzado solamente una unidad en
la cantidad indicada de 7 pasos (si en #n pasos avanzé una
unidad, cada paso mide 1 de unidad), y luego «amplificar»
el tamano de paso asi obtenido, multiplicandolo por el
namero de unidades realmente avanzadas (si la distancia
realmente avanzada fue de m unidades, el paso mide m
veces - de unidad, es decir, Z de unidad).

Quiza Maltos fue el inico en lograr esta comprension
del procedimiento. La utilizacion de esta relacion de pro-
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porcionalidad (a un recorrido n veces mayor corresponde
un paso 1 veces mayor), como recurso para resolver el
problema, result6 aun dificil para la mayoria de los nifios
de quinto grado de primaria.

a)

b)

Actividad 1.15
¢Por qué 5 unidades entre 7 es > de unidad?

Use el procedimiento que utilizaron Raul y Maltos para explicar
por qué 5 unidades entre 7 es < de unidad.

Trate de expresar la explicacion anterior usando letras para
generalizarla: ;por qué cuando se divide a unidades entre b, el
resultado es ; de unidad?

Procedimiento 2: subdividir las unidades para obtener un
nuimero total de partes divisible entre el nimero de pasos
Varios alumnos tenian claro que el problema de cal-
cular la medida de cada paso se resolvia con una divisién,
pero se encontraban con una division «dificil» de realizar,
ya que el dividendo no era multiplo del divisor y general-
mente era menor que el divisor. Por tal razén, optaron
por subdividir cada unidad en un determinado niimero
de partes para después dividir el total de partes entre el
nuimero de pasos. El problema para resolver ahora era: ;en
cuantas partes conviene partir cada unidad? Por ejemplo,
nuevamente para el robot que avanza 9 unidades en 7 pa-
sos, Alejandro divide cada una de las 9 unidades entre 5,
obtiene 45 quintos, divide estos quintos entre 7, pero obtie-
ne un residuo; prueba entonces dividir cada unidad entre
6, obtiene 54 sextos, pero también le queda un residuo.
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Actividad 1.16
:En cuantos pedazos dividir cada unidad para que al
dividir esa cantidad de pedazos entre 9 no sobre ninguno?

Proporcione un ejemplo de uno de los residuos que le quedaron a
Alejandro. ;Hay algtn divisor con el que hubiera podido no tener re-
siduo? SeIVEELYNATE

Volvamos al equipo de Alejandro en donde estiman una
fraccion, la multiplican por la cantidad de pasos y hacen
ajustes; ahi los alumnos buscaron un factor de particiéon
que les permitiera dividir el total de partes entre el numero
de pasos sin que hubiera residuo. De una manera que no
logramos identificar, Alejandro descubrié que el numero
de pasos proporciona la particion deseada. Trabajaron con
el robot que avanza 4 unidades en 5 pasos.

(...)

Alejandro: [Partir] en cinco partes [cada unidad], hay
veinte quintos.

Ismael: Son dos cuartos y un cachito (no considera la
idea de Alejandro, sigue buscando por ensayo y error).

Alejandro: Si, pero ese cachito scomo lo vas a sacar?
... Cuatro por cinco serian los veinte.

Ismael: En cuartos seria en lo que se divide...

Alejandro: No porque mira, esto (la unidad) lo vamos
a partir en quintos. Lo que tenemos que hacer es c6mo
llegar en cinco pasos a veinte quintos.

Observador: ;Como distribuyes los veinte quintos en
cinco pasos?

Alejandro: jCuatro quintos!
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(Ismael le pide que lo compruebe. Alejandro divide con
dificultad la unidad en quintos. Finalmente obtiene
los cuatro quintos y comprueba sobre la recta que,
efectivamente, llega a las 4 unidades en 5 pasos)

Mads adelante, Ismael y Alejandro muestran que han podi-
do generalizar su procedimiento. Para un robot que avanza
9 unidades en 7 pasos:

Alejandro: Ya pudimos. Primero hicimos lo que nos
dijo Ismael, de acd al nueve hay sesenta y tres unidades
(séptimos) lo dividimos entre siete y nos dio a nueve,
entonces... De acd a acd hay sesenta y tres séptimos
entonces lo dividimos eso entre siete, porque eran siete
pasos y nos dio...

Ismael: De nueve no sobra nada. Nos dio a nueve y
no sobré nada.

Alejandro: Con nueve séptimos llega acd. (Al niimero
9).

(...)

Observador: ;Y como sacaron los sesenta y tres sép-
timos?

Alejandro: Multiplicamos siete por nueve.

Este procedimiento se difundi6 rapidamente entre varios
miembros del grupo. Es, efectivamente, un procedimiento
accesible y eficiente que permite encontrar que a unidades
entre b es igual a { de unidad.

Pero ;por qué resulta precisamente la fracciéon cuyo
numerador es el dividendo y cuyo denominador es el divi-
sor? El procedimiento usado por los alumnos no deja ver
claramente por qué*'. Sin embargo, independientemente
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de la explicacion, la cual debera esperar todavia algunos
afos, el procedimiento constituye un logro importante
de los alumnos.

b)

Actividad 1.17
Réplica de un procedimiento y justificacion

:Como habria sido el procedimiento anterior si los datos hubieran
sido 5 unidades en 4 pasos?

Explique con sus palabras, a partir del procedimiento anterior, por
qué al dividir a unidades entre b, resulta como cociente exacta-
mente % de unidad.

Procedimiento 3: aproximar el tamafio del paso en décimos

La busqueda de una particion de las unidades que
permitiera dividir la distancia recorrida entre el numero
de pasos, llevé a una segunda solucion: dividir cada uni-
dad en décimos. Ciertamente, con eso no se asegura que
el nimero total de partes sea divisible entre el nimero de
pasos. Si la division de la cantidad obtenida de décimos
entre el numero de pasos no tiene residuo, el resultado
sera exacto, pero puede pasar que si haya residuo, en cuyo
caso, el resultado sera solamente una medida aproximada.

Este procedimiento aparecié de dos maneras. Algunos
alumnos dividieron las unidades en 10 partes. Cabe decir
que este procedimiento podria funcionar muy bien como
introduccién del algoritmo de la divisién con cociente
decimal, si se tuviera esa intencién.

Otros alumnos, pocos, intentaron aplicar de entrada
el algoritmo para dividir el numero de unidades del reco-
rrido entre el nimero de pasos. Se encontraron entonces
con dos tipos de obstaculo: la falta de dominio de dicho
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algoritmo y la dificultad para interpretar un decimal apli-
cado ala unidad «tira azul», si en este caso los centésimos
del cociente no representan centimetros, entonces ;qué
representan?

A continuacion, se presenta un ejemplo cuyo interés
radica en que los alumnos solo lograron obtener la primera
cifra decimal del cociente y, a partir de esa aproximacion,
intentaron acercarse mas al cociente exacto mediante un
proceso de sumas iteradas.

Primero aparece la siguiente division:

1.1
6/ 7
10
Y después las sumas:

1.1 1.2
1.1 1.2
1.1 1.2
1.1 1.2
1.1 1.2
N 12
6.6 7.2

Surge asi un problema que podria ser objeto de trabajo
con los alumnos: ;hay o no un nimero comprendido entre
11y1.2?

Por otra parte, cabe preguntar ;en algin momento
debe quedar un residuo de cero, es decir, el cociente de
dos numeros naturales debe poderse expresar siempre
de manera exacta mediante un decimal? Este constituye
un problema dificil de resolver con los alumnos por el
momento. En la actividad siguiente se retomara.
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Actividad 1.18
¢Hay un namero entre 1.1y 1.2

Busque respuestas a dos de las preguntas que se derivan del analisis
anterior: ;hay o no un niumero comprendido entre 1.1y 1.27; ;el co-
ciente de dos niimeros naturales siempre se puede expresar de manera
exacta mediante un decimal?

Actividad 1.19
Diferencias entre el problema de repartir pasteles,
y el de hallar el tamano del paso de los robots

El problema de los robots, al igual que el del reparto de pasteles, im-
plica una division y puede dar lugar al uso de fracciones para expresar
el cociente. Sin embargo, los problemas no son equivalentes puesto
que, como ya se habra podido notar, dan lugar a procedimientos muy
distintos. Por ejemplo, el procedimiento de estimar una medida, ve-
rificarla y hacer aproximaciones por ensayo y error, solo ocurre en el
problema de los robots.

a) ;Qué procedimientos de los revisados en el reparto de pasteles
(tema 1) y de los que aparecieron ahora en los pasos de los Robots,
son comunes?

b) ;Qué diferencias hay entre los procedimientos propiciados en
ambos tipos de problemas?

c) ¢Cual es la variable didactica que determina esa diferencia?

d) Lea la siguiente informacion sobre las preguntas anteriores. Este
momento constituye una ocasion para repasar algunos conceptos
de didactica.
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Variable diddctica, descontextualizacion, transferencia

En el reparto de pasteles, los objetos que se reparten estan
separados uno del otro, lo que puede inducir, en un momento
dado, la idea de repartirlos uno por uno, idea que puede ser
importante para comprender que m unidades entre 7 es igual
a m veces - de unidad, y por lo tanto es igual a Z de unidad.

En cambio, en la situacion de los robots, la medida de un
paso se piensa como aquella que m veces es igual a n unidades
(es decir, se plantea una relacién de conmensuracién entre
pasos y unidades). En este contexto no resulta natural dividir
cada unidad por separado. Si se quiere dividir un liston de 4
metros de longitud en 10 partes, jno se pensaria en dividir
cada metro en 10 partes!

Por ello, puede decirse que el hecho de que la magnitud
esté formada por cantidades separadas, cantidades que son
naturalmente consideradas como unidades, como los pasteles,
o bien esté formada por una sola cantidad, como la longitud,
para la cual no hay una unidad predeterminada, afecta a los
procedimientos y por lo tanto constituye una variable diddc-
tica en los problemas que implican dividir**.

En las situaciones anteriores se destaca también que la
relacion a + b =  no se aprende desde el principio de una
buena vez y para siempre. Aun si dicha relacion se establece
en el contexto del reparto de pasteles u otro similar, al cambiar
de contexto puede ser necesario reconstruirla. No necesaria-
mente hay una transferencia de lo aprendido en un contexto,
al otro. Se esperaria que, en algin momento, los alumnos
logren identificar la operacién que tienen en comun estas dos
situaciones, y en otras, y en esa medida las descontextualicen,
para establecer una propiedad mas general. Es muy posible
que este proceso tome tiempo y requiera varias experiencias
de resolucion de este tipo de problemas. También puede ayu-
dar que el profesor, al final de la resolucion, propicie que los
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alumnos comparen un problema con otro y ayude a destacar
lo que tienen en comun.

Como seguramente pudo apreciar, los problemas de repar-
to pueden dar lugar a una secuencia de actividades que corre
de segundo a sexto grado de primaria y hasta secundaria, a lo
largo de la cual los alumnos adquieren cada vez mds conoci-
mientos especificos. No se trata de un tipo de problema que
baste con poner una sola vez, en un grado escolar.

3.3 Dos definiciones de las fracciones: como partes
de unidad y como cocientes

Hemos estado trabajando con la construccién clasica de las
fracciones, como partes de unidad, en la que  de unidad sig-
nifica a veces 3 de unidad. Es decir, el denominador indica
en cuantas partes se divide la unidad, y el numerador indica
cuantas partes se toman (ver figura 13).

Figura 13. 2 como partes de unidad: una unidad partida en cuatro

partes iguales, de las que se toman tres

Por otra parte, hemos visto que las fracciones pueden definirse
también como cocientes: 7 es el cociente de a + b, es decir, es
el numero que multiplicado por b, da a (ver figura 14).

81



Mds de uno, pero menos de dos

=

1 2

Figura 14. 2 de unidad es el resultado de dividir 3 unidades entre 4; o, dicho
de otra manera, es la medida que multiplicada por 4 es igual a 3 unidades

Se trata de dos definiciones diferentes, del mismo objeto. Ante
una division como «2 unidades entre 5», es posible llegar al co-
ciente «2 de unidad» desde cualquiera de las dos concepciones:

« sise concibe alas fracciones como cocientes, la respuesta = es
inmediata puesto que justamente la definicion de 3 es 2 + 5;

« si se concibe a las fracciones como partes de unidad, como
suele ser el caso en general en la escuela basica, es necesario
calcular el cociente y esto se puede hacer a través de alguno
de los caminos que usaron los alumnos de las experiencias
que se mostraron anteriormente en los contextos de reparto
de pasteles, o de pasos de los robots, por ejemplo, mediante
el siguiente razonamiento, «2 entre 5 es lo doble de 1 entre
5,estoes,2+5=2x(1+5)=2x3=2»

Es muy probable que, al hallar los cocientes fraccionarios de di-
visiones como las que hemos visto en las experiencias anteriores,
los alumnos, ademas de establecer un algoritmo que proporciona
el resultado de la division (a + b = 3 ), puedan adquirir las bases
para comprender que las fracciones también pueden definirse
como cocientes?’.

La explicitacion de esta doble definicion puede hacerse hasta
el nivel de secundaria; en la primaria, es posible propiciar que
los alumnos la manejen implicitamente, al establecer, en por lo
menos un contexto, que el resultado de la division a unidades
entre b es la fraccion 4 de unidad.
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Capitulo 2.

Las fracciones en el papel de razones

Dos jugadoras de basquet juegan a encestar.
Valeria encest6 14 tiros de 21; Tatiana encestd 16
de 24. ;Qué jugadora tuvo mejor desempefo?

Mauro: El mejor puesto seria Valeria. (Pau-
sa) Solo le faltaron 7. Y a Tatiana le faltaron
8. (Escribe) «Valeria primer puesto».

Axel: Aqui, primero es Tatiana (In-

dica el primer puesto)

Aline: Tu dijiste que Tatiana tiré mejor.
Mauro: Si, pero los que no encestd, le faltaron,
scudntos?, le faltaron 8 (Indica en su hoja)

Mary tir6 24 veces y encesto 8...

Mauro: ;Le faltaron dos tercios!

Aline: No, porque Mary tiré 24 veces. Es muchi-
simo. Y encesto... encesto 8. Perdio 16 tiros.

Mauro: Por eso, esa es peor, ;Le faltaron dos tercios!
Aline: jAh, sil**

Uno de los papeles fundamentales de las fracciones, ademas
de expresar medidas de cantidades, es el de expresar razones
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entre las cantidades, por ejemplo, cuando se dice alguna de
las siguientes expresiones:

2 . o )
«la mezcla se prepara con 7 de pintura roja y ; de agua;

« 2 partes de la poblacion mayor de 15 afos tiene estudios
de secundaria»;

«un poco mas de la mitad de la poblacidon son mujeres».

En todas estas expresiones, lo que interesa no es el tamaio de
las cantidades mencionadas, sino la relacion de tipo multipli-
cativo que hay entre ellas; no interesa saber cuanta pintura se
hace, sino qué parte de cualquier cantidad de cierta mezcla,
debe ser pintura.

Por otra parte, los porcentajes son fracciones de denomi-
nador 100, especializadas en expresar razones, por ejemplo:
«todos los productos de la tienda tienen 10% de descuento»,
significa que cualquiera que sea el precio, se descuenta 7o del
mismo; o bien, «la produccién de petréleo de este ano fue el
75% de la del ano pasado», expresion que no informa de qué
tamafio fueron las producciones en esos afnos, sino la relacion
entre ambas.

En la ensefanza, la nocidn de razoén esta en el cruce de
otros dos temas fundamentales: la proporcionalidad y los nu-
meros racionales, por lo que el estudio de la nocién de razén
lleva a favorecer aprendizajes de proporcionalidad y, al mismo
tiempo, de fracciones.

En la secuencia que se presenta en este capitulo se analizan
primero situaciones en las que las fracciones se dejan impli-
citas y las razones se expresan mediante parejas de nimeros
naturales, con lo cual se favorecen razonamientos sobre la
proporcionalidad. En un segundo momento, las fracciones
se hacen explicitas en su papel de razones. El estudio de las
razones continua en el capitulo siguiente, en articulacion con
la multiplicacion de fracciones y decimales.
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Tema 1. La comparacion de razones sin fracciones

Se revisara primero un problema tipico de comparacién de
razones que consiste en comparar el sabor de dos naranjadas.
Después, se analizaran procedimientos que alumnos de quinto
y sexto grados de primaria pusieron en marcha para resolver
las situaciones de comparacion de razones «Los tratos» y «Los
saltos de las ranas».

1.1 ;Qué naranjada sabe mas a naranja?**

Sergio prepara la naranjada poniendo dos vasos de agua por
cada tres de jugo. En cambio, Mario pone tres de agua por
cada cuatro de jugo. ;Alguna de las naranjadas sabra mas a
naranja o sabran igual?

Sergio Mario

o odg
New wwn

Actividad 2.1
Resoluciones con y sin fracciones

Dé un ejemplo de resolucion del problema anterior sin usar fracciones
y otro con ellas.
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La nocion de razén

Un mayor o menor sabor a naranja no depende solamente de
la cantidad de vasos de jugo, también depende de la cantidad
de vasos de agua, es decir, depende de la relacién entre las
dos cantidades. Esta relacion se llama razdén. En el lenguaje
comun también se le llama «proporciéon»>°. Una razon puede
expresarse con dos cantidades, por ejemplo, «3 vasos de agua
por cada 2 de jugo» (razoén parte-parte), o «de cada 5 vasos de
naranjada, 2 son de jugo» (razon parte-todo).

A continuacidn, se revisan algunos posibles procedimien-
tos de resolucién que no incluyen el uso de fracciones, pero
en los cuales subyacen conocimientos de proporcionalidad,
asi como propiedades de la division.

Procedimientos cualitativos

Los procedimientos llamados cualitativos permiten hacer
estimaciones y obtener conclusiones al establecer diversas
relaciones entre las cantidades, ya sea sin calcular o con pocos
céalculos. Por ejemplo, se puede considerar que la naranjada
de Sergio tiene 2 vasos de jugo y también 2 vasos de agua,
mads un vaso extra de jugo que se diluye en los otros cuatro;
mientras que la naranjada de Mario tiene 3 vasos de jugo y 3
de agua, y también un vaso extra de jugo, pero este se diluye
mads, en 6 vasos. De lo anterior, se puede desprender que la
naranjada de Sergio sabe mds a naranja.
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Actividad 2.2
Comparaciones cualitativas de razones

A continuacion, en cada inciso, se describen una o varias condiciones
que cumplen las cantidades de vasos de agua y de jugo de dos naran-
jadas. En cada caso infiera, sin hacer calculos, qué naranjada sabra mas

a naranja. Luego, en cada inciso, dé un ejemplo de dos naranjadas que

cumplan con esas condiciones.

a)

b)

@)

La naranjada A tiene mas agua que jugo, mientras que la naranjada
B al revés, tiene mas jugo que agua por lo tanto...

En la naranjada A, mas de la mitad de la naranjada es jugo, mien-
tras que en B menos de la mitad de la naranjada es jugo, por lo
tanto...

La naranjada A tiene el doble de vasos de agua que la naranjada
B, pero menos del doble de vasos de jugo que la B, por lo tanto...

b)

Actividad 2.3
Igualar un término para comparar
Las siguientes preguntas refieren a la situacion inicial (naranjada
de Sergio, «2 de agua por 3 de jugo», naranjada de Mario, «3 de
agua por 4 de jugo»):

iCuantos vasos de jugo debe poner Sergio por cada 6 vasos de
agua, para que siga teniendo el mismo sabor? ;Cuantos vasos de
jugo debe poner Mario por cada 6 vasos de agua para que con-
serve su sabor? Por lo tanto, ;qué naranjada sabe mas a naranja?

Observe que al haber la misma cantidad de vasos de agua en am-
bas naranjadas (6 vasos), ya se puede saber muy facilmente cual
sabe mas a naranja: basta con comparar las cantidades de vasos
de jugo. Encuentre otras cantidades de vasos de agua, o de jugo,
con las que se puedan comparar de manera similar las naranjadas
de Mario y de Sergio.
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Razones equivalentes y el procedimiento
de igualar un término...

En la naranjada de Sergio, las razones «2 de agua por 3 de
jugo» y «6 de agua por 9 de jugo» corresponden al mismo
sabor. Podemos decir que son razones equivalentes. La equi-
valencia es una propiedad fundamental de las razones. Puede
enunciarse en general diciendo que, cuando se multiplican los
dos términos de una razén por un mismo nimero, se obtienen
razones equivalentes.

Un procedimiento para resolver problemas de compara-
cion de razones, usando niimeros naturales sin recurrir aun
a las fracciones, consiste en generar razones equivalentes a
una de ellas o a ambas, hasta tener un par de razones con un
término comun, como en la actividad anterior.

El procedimiento de igualar términos, requiere deter-
minar multiplos comunes de las dos cantidades de vasos de
agua o de las dos cantidades de vasos de jugo. En el ejemplo
anterior, 6 es multiplo comun de 2 y de 3. Los alumnos no
suelen saber que hace falta un multiplo comun, es algo que
aprenden sobre la marcha.

Sergio Mario
Agua Jugo Agua Jugo
2 3 3 4
6 9 6 8

Cabe recordar que en el capitulo 1 de este volumen se vio un
caso de comparacion de razones, en el que las fracciones estan
implicitas: se trataba de comparar resultados de repartos (se les
llamo cocientes indicados), a partir del nimero de pasteles y de
nifios de cada uno. También en ese caso subyace un recorrido
en el que primero se pueden usar razones, y después fracciones.
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Un error frecuente e importante: el procedimiento aditivo

Un procedimiento erréneo, frecuente en la resolucion de pro-
blemas de proporcionalidad, es el llamado «aditivo», en el que
se consideran las diferencias entre las cantidades (o términos)
en lugar de los cocientes (o factores). Por ejemplo, en el pro-
blema anterior, una respuesta errénea de ese tipo es:

«Las dos naranjadas saben igual porque en las dos hay un
vaso mas de jugo que de agua.»

Los alumnos consideran que, si la diferencia entre los vasos de
aguay de jugo de cada naranjada es la misma, las naranjadas
sabran igual. Para poner en duda este razonamiento, se pue-
de recurrir al siguiente ejemplo extremo: si una naranjada A
tiene 2 vasos de jugo y 1 de agua, y una naranjada B tiene 10
vasos de jugo y 9 de agua, ;Saben igual por tener ambas un
vaso mas de jugo que de agua? En A, hay el doble de jugo que
de agua, mientras que en B, hay casilo mismo de jugo que de
agua, por lo tanto no pueden saber igual.

En el ejemplo anterior se propicié un razonamiento
cualitativo: se generaron dos razones que tuvieran la misma
diferencia absoluta entre sus términos (un vaso mas de jugo
que de agua), de tal manera que fuera evidente que las razones
resultantes no eran equivalentes.

Investigaciones sobre el desarrollo del razonamiento pro-
porcional de niflos de entre 7 y 12 afos, han mostrado que
respuestas erréneas como el procedimiento aditivo que aca-
bamos de ejemplificar, reflejan, no obstante, un avance en el
desarrollo de su pensamiento, pues dejan ver que: 1) ya se dan
cuenta de que las variables dependen una de la otra y que si
una aumenta, la otra también debe aumentar, y 2) los nifos
sospechan que debe haber algo que se conserve, una regu-
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laridad, aunque atin no logran determinarla correctamente
(Inhelder y Piaget, 1955).

Superar este tipo de errores forma parte del proceso de
aprender a manejar relaciones proporcionales. Los procedi-
mientos aditivos suelen reaparecer mas alla de la adolescencia,
por lo que en las aulas es necesario seguir trabajando sobre
estos”’.

Para ayudar a superar el error aditivo se recomienda usar
contextos en los que las magnitudes y la relacién entre ellas
sean conocidas y faciles de comprender por los alumnos asi
como brindarles la posibilidad de verificar las respuestas de
manera concreta, al menos las primeras veces. El contexto
de las naranjadas tiene la ventaja de ser accesible —es facil
prever que, entre mas jugo, mayor es el sabor a naranja, y
entre mas agua, menor— pero tiene la desventaja de que es
dificil verificar las respuestas fisicamente, por lo que puede
ser complicado evidenciar los errores; ni siquiera haciendo las
naranjadas y probandolas es seguro que se pudiera saber con
certeza cual sabe mas a naranja. A continuacion, se enlistan
algunos contextos en los que la verificacion es mas accesible.

o El trueque: se comparan reglas de cambio del tipo, por
cada n se dan m, por ejemplo, «A da 2 estampas por cada
3 fichas, B da 3 estampas por cada 5 fichas, ;con quién
conviene cambiar las fichas?» (Block, 2006b).

« Longitudes expresadas por relaciones de conmensuracion,
por ejemplo, se compara el tamafo de los saltos de dos
ranas que brincan sobre una recta numérica, una da 3
saltos y avanza 4 unidades, la otra da 4 saltos y avanza 5
unidades (Block y Martinez, 1999; Block, 2021).

 Enla escala, se comparan reproducciones hechas con ra-
zones del tipo siguiente: «a un lado de 4 cm de la figura
original A le corresponde un lado de 3 cm en la copia A/,
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y aun lado de 7 cm de la figura original A, le correspon-
den 5 cm en la copia A'. ;Qué figura serd mas grande, A
0 A'?»?® (Block, Garcia y Balbuena, 2020).

« Contextos que apelan a consideraciones de justicia o de
generosidad, por ejemplo: Laura y Raquel regalaron es-
tampas a Victor, quien perdi6 las suyas. Laura tenia 10
estampas y le regald 5, Raquel tenia 5 estampas y regal6
3. ;Quién fue mas generosa? En estos contextos, las res-
puestas que dan los alumnos dependen frecuentemente de
factores subjetivos, por ejemplo, puede haber quien piense
que Laura fue mas generosa porque dio mas estampas, y
quien piense que fue Raquel pues dio mas de la mitad de
lo que tenia. Es el debate, la argumentacion, lo que hace
interesante a la situaciéon®.

Actividad 2.4
:Unarazon es un nimero?

Ya se vio que la intensidad de sabor a naranja depende de dos canti-
dades: la de vasos de jugo y la de vasos de agua, y mas precisamente,
depende de cierta relacion entre esas cantidades. Esa relacion es una
razon. La pregunta es:

La razén entre dos cantidades, j;también es un nimero?

Exprese lo que piensa al respecto y contrastelo con la informacion
que se proporciona enseguida.

sEs la nocion de razon un niimero o es
una relacion entre dos niimeros?

Una razon es, en primer lugar, una relacion entre dos cantida-
des, pero a toda razdn se le puede asociar un nimero, llamado
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el valor de la razén’°. Por ejemplo, el valor de la razén que
guarda 8 con respecto a 4 es 2, o «doble». El valor de la razén
que guarda 4 con respecto a 8, es 5. En este tltimo caso, una
fraccion juega el papel de razon.

Aunque la razdén entre dos cantidades (a, b) y el nimero
que la expresa () tienden a confundirse, hay circunstancias
en las que conviene distinguirlos®'. Una de estas circunstan-
cias ocurre justamente en la ensefianza: los alumnos pueden
no saber, por ejemplo, que el valor de la razén «2 por cada 3»
es 2 0 0.66 y, sin embargo, pueden saber que un impuesto de
«2 pesos por cada 3» es equivalente a uno en el que cobran «4
pesos por cada 6», pero es mayor que otro en el que nada mas
cobran «2 pesos por cada 10». Es decir, no conocer el nimero
que expresa al valor de una razon, no necesariamente impide
trabajar con esa razdén. Existe la hipdtesis de que, en un pro-
ceso de aprendizaje, el trabajo con razones del tipo «por cada
2, 3» 0 «2 para cada 3», ademas de favorecer el desarrollo de
la nocién de proporcionalidad, podria constituir un antece-
dente para la comprension de las fracciones como «3 de», en
su papel de expresar razones’> (Block, 2008).

A continuacion, se presentan resoluciones de alumnos de
quinto y de sexto grados frente a dos secuencias de problemas
de comparacion de razones®’. Lea cada reporte y conteste lo
que se pregunta.

1.2 ;Qué trato conviene mas?

Esta secuencia se plante6 en un grupo de quinto grado y en
uno de sexto grado. Uno de los problemas fue el siguiente:
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Varios nifios deciden trabajar durante las vacaciones en las
huertas cercanas a sus casas. El trabajo que les ofrecen es
recoger las naranjas que ya se cayeron. Cada agricultor les
ofrece un trato distinto. Los nifios tienen que averiguar qué
trato les conviene mds.

o En la huerta «Sonora» les ofrecen: Por cada 3 naranjas
que recojan, se quedan con 2.

« En la huerta «Vista Hermosa» les ofrecen: Por cada 10
naranjas que recojan, se quedan con 9.

;Cudl de los dos tratos les conviene mas?

Actividad 2.5
:Cual de los tratos conviene mas?

Resuelva el problema anterior y reflexione sobre cobmo cree que lo
resolverian alumnos del dltimo ciclo de primaria (quinto y sexto) o
de primero de secundaria.

El problema implica comparar dos razones (por cada 3 na-
ranjas, 2 naranjas y por cada 10 naranjas, 9 naranjas). Las
fracciones que expresan el valor de estas razones son 3y - .
Una de las formas posibles de resolucion consiste en determi-
nar y comparar esas fracciones. Sin embargo, solo un alumno
de sexto grado resolvio el problema mediante la comparacién
de fracciones. En ambos grupos, la mayoria se dio a la tarea
de generar parejas de cantidades a partir de cada uno de los
tratos, con la idea de igualar un término para asi comparar.
Obtuvieron, por ejemplo: por cada 30, 20 vs por cada 30, 27.
Veamos algunas de las dificultades que enfrentaron.
Adriana (alumna de quinto grado) estim6 primero que de
las razones «por cada 3, 2» y «por cada 10, 9», convenia mas
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la segunda. Para estar segura, generd otros pares iterando los
términos, con el proposito de igualar los primeros términos de
cada pareja (3 y10) a 20. No previé que 20 no es multiplo de 3.

Sonora Vista Hermosa
3 2 10
6 4 20 18
21 14

Adriana obtuvo las parejas: «por 21, 14» y «por 20, 18», y con

ellas logré concluir (...).

Varios alumnos hicieron algo similar. Resolvieron como

si no existiera un multiplo comun y terminaron encontrando

dos razones en las que el primer término de una fuera mayor
que el primer término de la otra, pero el segundo término
fuera menor. Manuel, de sexto grado, después de haber re-
suelto algunos problemas parecidos, al resolver el problema
anterior —por cada 3, 2 vs por cada 10, 9—, intenta formular

este procedimiento:

Manuel: (...) Porque ve, el 2 debe superar al 9... 0 bue-
no, 3 para superar al 10...

(Manuel genera entonces la razén «por 12 naranjas,
8 naranjas», equivalente a «por 3, 2» de la huerta
«Sonora» y la compara con «10 naranjas, 9 naranjas»
de la huerta «Vista Hermosa»)

Manuel: En la primera huerta, por mds naranjas re-
cogidas, les dan menos.

Estas resoluciones ofrecen una posibilidad para plantear la
cuestion de la existencia de los multiplos de dos nimeros,
sexisten siempre?, ;como se pueden encontrar?
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Actividad 2.6
Razonamientos de alumnos |
a) Explique cual pudo ser el razonamiento de Adriana que le permitié
concluir.
b) En caso de respuesta errdnea, o de duda, explique como podrian
verificar empiricamente la respuesta.

1.3 ;Qué rana da saltos mas grandes?**

Se trata de comparar los tamaiios de saltos de dos ranas que
avanzan a lo largo de una recta numérica, a partir de dos
valores que estan asociados a cada rana: nimero de saltos
que da y distancia total que avanza en ese nimero de saltos.
El tamano de cada salto puede ser un numero de unidades
entero o no entero.

Esta secuencia se trabajé en quinto grado de primaria. Se
utilizé un programa de computadora en el que, al introducir
los dos datos de cada rana (nimero de saltos y distancia total
avanzada) se podia ver a las dos ranas saltar, y asi comparar vi-
sualmente el tamafio de los saltos (ver figura 15). Esto permitia
una verificacion de las respuestas obtenidas por los alumnos.

N N NN

I I I | Rana Azul: 3 unidades en 4 saltos

0 1 2 3

N NN

| | | Rana Roja: 2 unidades en 3 saltos

0 1 2

Figura 15. Representacion en computadora de los saltos de las ranas
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Primera parte. Procedimientos
cualitativos para comparar dos razones

Se planted a los alumnos una actividad introductoria, en la
que debian comparar los tamaifios de los saltos de dos ranas,
la verde y la morada, mediante procedimientos cualitativos:

La rana verde y la rana morada hicieron cuatro competen-
cias. En cada competencia cambiaron el tamario de sus saltos.
Escribe el color de la rana a la que le apuestas en cada com-
petencia y explica por qué. Recuerda: no gana la que dé mds
saltos ni la que recorra mds distancia, sino la que dé saltos
mds grandes

Se les entregd una ficha con los datos de cada una de las cua-
tro competencias y con las preguntas correspondientes. En la
figura 16 se muestra la parte de la ficha que corresponde a la
primera competencia. En la figura 17 se muestran los datos
que se utilizaron en las cuatro competencias

Rana verde Rana morada
Recorrido | # de saltos Recorrido | # de saltos
12 metros 12 saltos 7 metros 5 saltos

La rana que da saltos mas grandes es:

Porque:
Figura 16. Primera competencia
Competencia 12 22 32 42
Rana verde 12 metros (m), 28m,5s 30m, 8s 24m,5s
12 saltos (s)
Rana morada 7m,5s 36m,5s 30m,11s 15m,8s

Figura 17. Las cuatro competencias
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Actividad 2.7
Comparaciones sin hacer calculos

En todos los casos es posible comparar sin transformar los pares (y
por lo tanto sin hacer calculos), explique en cada caso como se puede
FYSIASOLUCIONARIO

La actividad anterior fue resuelta en parejas. A continuacion,
se muestran tres respuestas a la 4* competencia (verde —24m,
5s— vs morada —15m, 8s—).

Rachid: (Serialando la cuarta columna de la tabla di-
ce). Aunque la rana morada tenga menos metros que
la verde, la verde hace 5 saltos, que es menor que 8
saltos, pero también eso equivale a que... el niimero
mayor de saltos... scomo lo podria decir?... a que el
ntimero mayor tiene mds chicos los saltos que el nii-
mero menor.

Arith: (La verde porque) es mds grande su recorrido
y sus saltos son menos.

Itzel: jAh! Entonces la verde, porque la morada tiene
el espacio mds chico, pero da 8 saltos y la verde tiene
el espacio mds grande y da menos saltos.

Actividad 2.8
Razonamientos de alumnos Il

Explique con sus palabras el razonamiento de Rachid, Arith e Itzel que
se presento enseguida de la actividad 2.7
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Segunda parte. Formulacion de criterios generales

A continuacién de la actividad anterior, en la clase siguiente,
se planteo un ejercicio de formulacion de criterios generales:
se les pidi6 que expresaran la condicién que deben cumplir
los dos datos de la rana verde para que sus saltos resulten mas
chicos que los de la rana morada.

Los alumnos propusieron dos reglas:

Ehécatl: Es que cuando pones menos saltos y mds re-
corrido en la morada, gana la morada.

Miguel: No importa el niimero de metros que recorra
la rana (morada) sino los saltos que va a dar.

Se revisara aqui la discusion de la segunda regla, la que dijo
Miguel. Las opiniones se dividieron, algunas, mostraron es-
cepticismo, por ejemplo, Julio dijo: «Es que habria veces que
ganaria y otras que perderia». La mayoria apoy? el criterio
dicho por Miguel, quien al parecer tenia cierto liderazgo. Sin
embargo, los argumentos fueron escasos. La primera prueba
empirica que se planted, con datos propuestos por el mismo
Miguel, permitio validarla: en la computadora se mostr6 con
claridad que los saltos de la morada son mas grandes:

Rana verde Rana morada
Recorrido # de saltos Recorrido # de saltos
18 5 13 3

La maestra propuso hacer una segunda prueba, respetando
la condicién de Miguel —que la morada diera menos saltos
[que la rana verde], y sin importar el recorrido— y, con la
participacion de los alumnos, propuso datos con los que fuera
tacil ver que el criterio de Miguel era erréneo:
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Rana verde Rana morada

Recorrido # de saltos Recorrido # de saltos
50 13 2 3

La maestra invit6 a los alumnos a que anticiparan cudl rana
crefan que iba a ganar. Las preferencias se dividieron, pero la
mayoria estuvo a favor de la morada. Entre el murmullo se
escuchd a un alumno decir «es menos de un entero» (el salto),
lo que indica que se dio cuenta de que el numero de saltos era
mayor que el numero de unidades recorridas. Enseguida, Mi-
guel, autor de la propuesta, dijo, aunque no muy convencido:

Miguel: Tiene que ser mayor el recorrido que el salto.

Las intervenciones de Miguel y del otro alumno no fueron
retomadas. La maestra introdujo los datos de la competencia
en la computadora y se evidenci6 que la rana morada perdia.
Varios nifos se mostraron sorprendidos.

Cuando la maestra pidi6 explicaciones de por qué perdié
la morada, Miguel, mas convencido, agregé una condicion
implicita, que el salto fuera mayor que el entero: «Porque en
la morada fue menor que un entero». Se probé de nuevo con
los mismos datos para la rana la verde, y, para la rana morada,
se invirtieron los nimeros:

Rana verde Rana morada

Recorrido # de saltos Recorrido # de saltos
50 13 3 2

Volvieron a surgir distintos puntos de vista, pero fueron mas
los alumnos que apostaron por la rana morada. La maestra

99



Mds de uno, pero menos de dos

volvio a pedir argumentos, y ninguno opind, el autor del cri-
terio en discusion parecia inseguro. Otra vez se ingresaron los
datos a la computadora y nuevamente varios niflos se mos-
traron sorprendidos con los resultados.

Actividad 2.9
Razonamientos de alumnos IlI

Describa con sus palabras los razonamientos de los alumnos y las es-
trategias del docente. SeINVEOLVAIL0)

Comparar razones implica coordinar variables

En las situaciones anteriores los alumnos compararon razones,
alas que corresponden fracciones que todavia no se expresan
como tales, que se dejaron implicitas®®. Con ello, se buscé que
desarrollaran su conocimiento sobre las relaciones en juego:
;qué pasa con el tamano del salto cuando varia el namero
de saltos, o cuando varia la distancia recorrida?, ;es posible
prever qué saltos seran mads grandes?, ;es posible que los saltos
sean del mismo tamafio? Cabe observar que esta ultima pre-
gunta llevard a coordinar dos variables —cantidad de saltos y
distancia avanzada— que varian proporcionalmente cuando el
tamano de los saltos no se altera. Al mismo tiempo, con esta
actividad se busco sentar las bases para hacer intervenir, mas
adelante, a las fracciones. En el siguiente tema se analizaran
situaciones de otro estudio, en las que se propicia el uso de
las fracciones.
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Tema 2. Las razones se expresan con fracciones

2.1 Un primer ejemplo

Volvamos al problema de averiguar qué naranjada sabe mas a
naranja, para ver una resolucion usando fracciones.

Sergio prepara la naranjada poniendo tres vasos de jugo
por cada cinco de naranjada; Mario pone cuatro de jugo por
cada siete de naranjada. ;Qué naranjada sabe mas a naranja?

Sergio Mario

o oug
Hew wWenn

Cabe observar que esta vez acudimos a las relaciones «par-
te-todo» entre cantidades de naranjada y de jugo, en lugar de
a las relaciones «parte-parte» entre cantidades de agua y de
jugo. Esto es porque las relaciones «parte-todo» evocan de
manera mas natural a las fracciones.

El problema se puede resolver determinando qué parte
de la naranjada representa el jugo (o el agua) en cada una:

2 de la naranjada de Sergio es jugo, y 5 de la naranjada
de Mario es jugo.

Notese que las fracciones expresan aqui razones, esto es, rela-
ciones entre cantidades. Para compararlas, se pueden sustituir
por fracciones equivalentes que tengan el mismo denomina-
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dor: 2 =21y 2 =22 Por lo tanto, la naranjada de Sergio sabe

mas a naranja.

Actividad 2.10
{Qué ventaja aportan las fracciones?

Reflexione sobre las siguientes preguntas y contraste sus respuestas
con el texto que sigue.

;Las fracciones aportan alguna ventaja en comparacion con las
resoluciones sin fracciones que vimos en el apartado anterior? ;Cual?
{Qué dificultades pueden preverse?

La fraccion, una expresion de la relacion entre
cantidades que se independiza de las cantidades

En la situacidn de las naranjadas, al expresar las razones con
fracciones, se logra que las razones se muestren independien-
tes de las cantidades; es decir, se gana en generalidad. Cuando
se dice «2 de la naranjada de Sergio es de jugo», no se estd
informando cuantos vasos de jugo, o de agua, o de naranjada
hay; podrian ser, por ejemplo, 30 de naranjada, de los cuales
18 son de jugo y 12 de agua, 0 100 de naranjada, de los cuales
60 son de jugo y 40 de agua. Lo que informa la fraccion 3 es
unicamente la relacion que hay entre la cantidad de naranjada
y la de jugo. La fraccion 2, en este caso, expresa una misma
intensidad de sabor a naranja, la cual se puede lograr con dis-
tintos pares de cantidades. Ademas, al expresar las razones con
fracciones, las técnicas para comparar y operar con fracciones
estan a disposicion del trabajo con razones.

Sin embargo, como se verd en este capitulo, propiciar que
los alumnos expresen las razones con fracciones no es senci-
llo, va mas alla del ejercicio trivial de decirles «a por cada b»
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ahora se escribe 7, y tampoco lo es manipular las fracciones.
Paraddjicamente, es en el papel de expresar razones en el que,
es probable que usar fracciones tenga mas sentido que usar
decimales. A continuacidn, se presentan algunas situaciones
que buscan introducir la expresion de razones con fracciones,
acompanadas de las resoluciones de alumnos, en las que se
podran identificar las dificultades ya referidas.

2.2 Un caso de uso espontaneo de las
fracciones 5 y 5, en sexto grado®

A continuacion, se presenta la manera en que una alumna de
sexto grado resolvio el problema de los tratos que se mencio-
no6 anteriormente (;Qué trato conviene mas?). Los tratos que
compard fueron: «por cada 5 naranjas que recojan se quedan
con 2» y «por cada 20 naranjas que recojan se quedan con
6». En el proceso de resolver puso en juego dos fracciones, 5
y 3, para dar cuenta del valor aproximado de los dos tratos y
asi poderlos comparar. Las fracciones asumen asi el sentido
pleno de razones.

Esta alumna resolvi6 en tres momentos. Dio inicio con la
comparacion de las razones «por cada 5, 2» y «por cada 20,
6» contra la fraccion «5 de»:

Mariana: Ah... creo que estoy descubriendo un tip...
se trata de que aqui... si recogen 5, se quedan con 2
(...), se quedan con casi la mitad, y los otros, recogen
20 y ustedes se quedan con 6, pero estdn recogiendo
mds naranjas, por eso les dan mds, pero aqui no les
estdn dando algo que se parezca a la mitad, 7 u 8
naranjas. Por eso aqui es mds justo (en 5, 2).

Puede observarse la intencion de considerar la relacion entre
las cantidades: no basta con saber que en un caso dan mas
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naranjas que en el otro, puesto que son a cambio de mas na-
ranjas recogidas. La intencién de considerar las razones y no
las cantidades, cristaliza en la cuantificacion aproximada de
una de las razones: estima que (por cada 5, 2) es «casi la mitad»
Y que, si se recogieran 20 naranjas —«casi la mitad»— serian
7 u 8, pero no 6». Resumiendo:

(5,2) = «casi 3 de» = (20, 8)*" y
(20, 6) < (20, 8)

Enseguida, opta por iterar el par (por cada 5, 2) y obtiene (por
cada 10, 4). Le surge entonces una duda:

Mariana: Aqui (5, 2), si recogen 10 naranjas, si pen-
samos en la segunda vuelta, recogen 10 naranjas, se
quedan con 4 y alli ya no es la mitad.
Entrevistadora: ;Cudl es la mitad de 10?

Mariana: 5, ah..., no... (rectifica), a mi se me hace que
les conviene mds el otro, el primero, el de 5 y les dan
2, porque siempre les estan dando casi la mitad de las
naranjas, y en el otro les dan mds naranjas, pero no
les dan casi la mitad.

Una vez confirmado que 4 también es «casi la mitad» de 10,
como 2 lo es de 5, Mariana generaliza: «siempre les dan casi
la mitad», es decir, en todas las parejas de cantidades que se
generen a partir de «por cada 5, 2» una cantidad es «casi la
mitad» de la otra. Emerge una idea de constante, en una si-
tuacion en la que los datos varian.

Finalmente, opta por generar otras parejas. Sobre la mar-
cha encuentra que del trato «6 de 20» se genera «30 de 100»
y observa que «30 de 100» es cercano a «30 de 90», y por lo
tanto es «casi 3 »:
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Mariana: (...) «30 y 30, 60, (y 30) 90, serian tercios
(dibuja un circulo pequefio, lo divide en tres partes,
como un pastel, en cada parte anota 30) entonces aqui
le estd dando casi la mitad y aqui un tercio, asi, el tres
tercios tiene tres tercios y nada mads le estd dando un
tercio.

La dltima frase («tres tercios tiene tres tercios y nada mds le
estd dando un tercio») puede interpretarse como un intento
de destacar que en ese caso la relacion es «uno de tres». La
fraccion 3 emerge nuevamente como la expresion de una ra-
z6én constante entre cantidades, en la que las cantidades no
figuran mas. En sintesis:

el trato «por cada 20 te doy 6» lleva a «por 100 te doy 30»
(repitiendo 5 veces la accion) y «por 100 te doy 30» es cercano
a «por 90 te doy 30», el cual equivale a dar . Es decir: «por
cada 20, 6» = «por cada 100, 30» = «por cada 90, 30» = «3 de».

Actividad 2.11
Dos usos, dos significados de las fracciones

:Qué diferencia encuentra usted entre el uso de la fraccion 5 cuando se
. 71 . . ’
dice «me comi 5 de naranja», con el uso que la estudiante le da aqui,

cuando dice «nada mas le estin dando %». SOLUCIONARIO

El sentido de la fracciéon como razén
«Estas relaciones entre parejas de cantidades concretas que

varian (6 de 20 vasos, 12 de 40, 18 de 60, etc.) y el nimero que
expresa lo que es invariante («casi 3 »), asi como las dudas que
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surgen en el proceso, parecen constituir una parte esencial
del sentido de la nocién de fraccién como expresion de una
razon constante (...)» (Block, 2008, p. 502).

En el problema de «Los tratos» que analizamos en este
apartado, la formulacion «por cada» favorece la suma térmi-
no a término (por cada 5, te doy 2; por cada 10, te doy 4; por
cada 15, te doy 6, etc.), y también la multiplicacién de los dos
términos por un mismo nimero (por 3 veces 5, te doy 3 veces
2). Ademas, el problema tiene caracteristicas que facilitan el
uso de la fraccion: las magnitudes son de la misma naturaleza
y la relacién es entre un todo y una parte.

El analisis de las resoluciones de este tipo de problemas
permitié mostrar, en primer lugar, cémo los alumnos usan
las razones y algunas de sus propiedades cuando atun no dis-
ponen de los nimeros fraccionarios que cuantifican a estas
razones. En segundo lugar, se pueden ver algunas formas en
que las fracciones més simples, 3 y 3, emergen en estos pro-
cedimientos, para expresar lo que tienen en comun varias
razones equivalentes, es decir, emergen como expresiones de
una razén constante (Block, 2008).

Actividad 2.12
Convertir una actividad de exploracion
en una situacion didactica

La actividad de « Los tratos» que se present6 anteriormente fue utili-
zada en un estudio que buscaba conocer las resoluciones de alumnos;
tenia como Unico proposito la exploracion. Sin embargo, con ciertas
modificaciones, la situacién podria convertirse en situacion diddctica,
con el proposito de que los alumnos utilicen algunas fracciones, uni-
tarias como 5, %, 3, y algunas mas como 2, como razones, tal y como lo
inici6 Mariana, en el caso que analizamos. Haga las adaptaciones que
considere necesarias para que la situacion funcione como situacion
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didactica. Tenga en cuenta aspectos como el de la verificacion. En las
siguientes actividades se analizan situaciones que tienen el mismo pro-
posito, el estudio de la razon como fraccion, pero en otros contextos.

2.3 Ordenar razones, teniendo a la vista las fracciones
que las representan’® SIGVNDII

En las siguientes situaciones aplicadas en primer grado de
secundaria, se busco que los alumnos empezaran a usar las
fracciones para expresar razones.

Tiros a la canasta
La consigna fue la siguiente:
En la tabla estan anotadas las veces que tir6 cada uno de los
chicos, las veces que encest6 y qué parte del total de tiros

encesto.

a. Completa los datos que faltan.

Chicos Tird Encesto Fra'ccién Gl d €
tiros que encesto

Alberto 6 3
Mary 24 %
Manuel 25 10

Valeria 14 f
Tatiana 16 %
Daniel 20 %
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b. Ubica a los jugadores, indicando quiénes son los mejores
y quiénes los peores encestadores al aro.

5to lugar 4to lugar 3er lugar 2do lugar Ter lugar

Cabe observar que, en esta actividad, los alumnos no tuvieron
que generar las fracciones, puesto que ya estaban dadas (con
excepcion de una, la de Manuel). Se esperaba que las usaran
en tanto razones.

Actividad 2.13
Anticipar como resolverian los alumnos |

Resuelva los dos incisos de la actividad anterior, y para cada uno ex-
prese como se imagina que resolverian los alumnos de sexto grado de
primaria o de primero de secundaria. SeINVEELTYe

En el inciso a de la situacion se pretendia que los alumnos ex-
presaran las relaciones parte-todo con fracciones. Este inciso
pudo ser resuelto por un buen niimero de alumnos; ;significa
que pudieron usar las fracciones como razones? No. Las di-
ficultades aparecieron en el inciso b. Contra lo esperado, el
hecho de tener ala vista las fracciones no llevo a los alumnos a
considerarlas para ordenar a los jugadores, del mejor al menos
bueno. Ordenar a los jugadores con base en su desemperio,
causo en los equipos numerosas discusiones. Los alumnos
oscilaron entre la comparacién aditiva y la multiplicativa. A
continuacién, mostramos algunos fragmentos.
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Procedimientos en proceso

Lo aditivo se impone en primera instancia: comparan el
desempeno de los jugadores mediante la cantidad de tiros
no encestados.

Aline: Aqui (en el caso de Daniel) de 12 a 20 son 8. Le
voy a apuntar 8 aqui, chiquito. Luego de 16 a 24...8
(refiriéndose al caso de Tatiana).

Mauro: Del4 a 21... 7 (refiriéndose al caso de Valeria).
(..)

Aline: Los niimeros que anoté aqui son las veces que
perdieron.

Mauro: Entonces los peores serian estos tres de aqui
(Seriala en la hoja de Aline). El 7, 15 y el 16 (que co-

rresponden a las diferencias entre 14 y 21, 10 y 25 y
entre 8 y 24).

» Emerge la consideracion de una razén expresada con una
fraccion: la de los tiros no encestados con respecto al total
de tiros.

Mauro: (refiriéndose a Mary) ;Le faltaron dos tercios!
Aline: No, porque Mary tiré 24 veces. Es muchisimo.
Y encesto... encesté 8. Perdié 16 tiros.

Mauro: Por eso, esa es peor, ;Le faltaron dos tercios!
Aline: jAh, si!

El episodio anterior muestra que los alumnos entretejen,
en su interaccion, la consideracion de cantidades absolutas
y relativas: Mary fallé en 16 tiros, cantidad absoluta que
se ve grande, pero también ven que esa cantidad (16) re-
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presenta 2 del total de tiros (3 ), fraccidon que expresa una
cantidad relativa, una razén, y confirma que lo fallado es
considerable.

En las resoluciones del caso de las jugadoras Valeria y
Tatiana, pese a estar a la vista las fracciones «tiros ences-
tados/total de tiros» explicitas e iguales (3), domin la
opinién de que una es menos competente que la otra, por
el hecho de que tiene mayor cantidad de tiros no ences-
tados. Veamos como ejemplo la discusion entre Mauro,
Axel y Aline.

Mauro: El mejor puesto seria Valeria. (Pausa) Solo le
faltaron 7. Y a Tatiana le faltaron 8. (Escribe) « Valeria
primer puesto».

Axel: Aqui, primero es Tatiana (Indica el primer puesto).
Mauro: No.

Axel: Si.

Aline: Tu dijiste que Tatiana tiré mejor.

Mauro: Si, pero los que no encesté, le faltaron cudnto:
le faltaron 8 (Indica en su hoja).

Los alumnos hacen sus comparaciones tomando en cuenta
las cantidades absolutas de tiros encestados o no encesta-
dos, y no la relacion entre tiros encestados y total de tiros
hechos, es decir, la razén. Para fijarse en esta razén, hay
que dudar de las conclusiones que se obtienen sin ella. Para
eso pueden ser muy utiles las contradicciones en las que
caen: si se fijan en quién encestd mas veces, es mejor Ta-
tiana; si se fijan en quién fallé mas veces, es mejor Valeria.

En cierto momento, Mauro y Axel optaron por igualar
el numero de tiros realizados por las dos jugadoras, para

110



Las fracciones en el papel de razones

compararlas mas facilmente, pero lo hicieron también
aditivamente.

Mauro: (Enfdtico) Si este tuviera 24 (Refiriéndose a los
21 tiros de Valeria), le sumamos 3. Entonces a Valeria
le sumamos 3 de los que anoté, serian 17. Serian 17,
para que estén parejo 24 y 24. Serian 17. ;Y aqui solo
anoté 16! (Refiriéndose a Tatiana). Y aqui serian 17!
(Sonrie. Axel se queda dudando).

Durante la puesta comun, emergieron las contradicciones.
Para algunos equipos, Valeria fue mejor jugadora que Ta-
tiana y para otros, ambas debian estar en el primer lugar.
Llama la atencién que las fracciones, explicitas y visibles
en la tabla desde el principio, no les hayan aportado in-
formacion significativa para decidir quién jugé mejor. Es
claro que aqui la dificultad, no fue poner la fraccion, sino
hacerle jugar el papel de una razén.

Probablemente por la presién del tiempo, la profe-
sora no insistié en las contradicciones y opté porque se
dieran a conocer otras resoluciones, esta vez correctas,
que se muestran a continuacion: conversion a fracciones
equivalentes y el determinar los porcentajes como formas
de comparar.

Dos procedimientos correctos

 La comparacién de fracciones mediante el uso de técnica
del comuin denominador.

Un equipo ordeno las relaciones mediante la obtencién

de fracciones equivalentes con el mismo denominador

—usaron como denominador al 30—, que es la resolucién
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que se esperaba favorecer. Para los demds, sin embargo,
podria no ser claro el motivo por el cual el orden entre
esas fracciones es a la vez el orden de los desempeinios de
los jugadores.

La comparaciéon mediante el célculo de porcentajes de
tiros encestados respecto del total de tiros realizados.

Finalmente, analizaremos el trabajo de un equipo que
puso en juego a los porcentajes como expresiones de las
razones. Los porcentajes emergieron como expresiones
mas conocidas y faciles de manipular que la expresion
con fracciones (ver figura 18). Consciente del aporte que
significaba, la profesora también dio un espacio a esta
propuesta en la puesta en comun.
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Figura 18. Calculo de porcentajes para comparar cantidades (hoja de Ana, equipo 6).
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Las expresiones «de 12 tiros encestd 6», «encesté uno de cada
dos tiros», «encesto 3 del total de tiros», y «encest6 50% del
total», son equivalentes, expresan una razon. El porcentaje
es probablemente la expresion mas conocida de la razén. La
estrategia de la profesora parece muy pertinente: relacionar
el estudio de las fracciones, de las razones y del porcentaje.

En resumen, podemos decir que la comparacion de la
destreza de varios jugadores para encestar, se revel6 como
una situacion propicia para dar lugar a contradicciones entre
criterios basados en cantidades absolutas, y también, entre
esos criterios y los que tienen en cuenta la nocién de razon.
Sin embargo, la situacién mostré un punto débil: no ofrecié
una forma de hacer evidentes los errores. La profesora tuvo
que compensar esa falta de validacidn a partir de los propios
datos, a través de un cuestionamiento directo acerca de los
procedimientos utilizados o mediante la presién para que se
mostraran los correctos.

2.4 Ubicar razones entre fracciones en la recta numérica
El desempeiio de las escuelas

La siguiente situacion consistié en comparar el desempefio
de escuelas con base en el nimero de alumnos que aprueban
un examen, considerando el total de alumnos de cada una,
por ejemplo, en la escuela A, de 300 alumnos, aprobaron 70.
Después de un trabajo preliminar sin fracciones (incisos 1y
2a dela tarea que se muestra abajo), se buscé que los alumnos
ubicaran las razones en una recta numérica, entre fracciones
clave (inciso 2b).

Primero se planted el inciso 1, y una vez contestado y
discutido, se planteo el 2.
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1. Analiza la tabla y contesta: ;se puede saber qué escuela
tuvo los mejores resultados en el examen? Explica tu res-

puesta.
Escuela Alumnos aprobados
A 70
B 28
C 28
D 12

2. Los alumnos en cada escuela son:

Escuela Total de alumnos Alumnos aprobados
A 300 70
B 30 28
C 120 28
D 120 12

a. Considerando el total de alumnos de cada escuela,
;qué escuela tuvo los mejores resultados?, ;y los peo-
res?

b. Enla escuela D, menos de la cuarta parte de los alum-
nos paso a la siguiente etapa de la competencia. Esa
escuela se ubica en el primer intervalo de la recta de
abajo. Ubica las otras escuelas. No necesitas ponerlas
en el lugar exacto, solamente en el intervalo que les
corresponde.

= —1—
N|= —1
Nw ——
—
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Actividad 2.14
Anticipar como resolverian los alumnos I

Resuelva la actividad anterior, y prevea cbmo contestarian alumnos
de sexto grado o de primero de secundaria. ;Considera que esta tarea
podria ayudar a concebir a las fracciones que estan en la recta (5, 5,
etc.) como razones?

A continuacion, se muestran las resoluciones al inciso 2b
que dieron algunos alumnos de un grupo de primer grado
de secundaria. En varios equipos, lograron ubicar las escuelas,
determinando a cuéntos estudiantes corresponde 1 y + de la
poblacidn total de cada escuela. Veamos como lo hace Axel.

(...)
Axel: Oigan, el C (28 de 120), es menos de la cuarta

parte (Interrumpe)... Porque la cuarta parte de la D
seria 30.

(...) (Ubica Centre Dy 1.)
(.)

Axel: (Continua su cdlculo mental, ahora aplica ZI a
los 300 alumnos de la escuela A) 300 entre 2... 150...
75... Ah, no, si, si. (Escribe A entre Cy .)

o
|
x

Finalmente, Axel ubica B entre 3 y 1 y entrega su hoja,
a partir de una estimacion de que 28 de 30 es casi todo.
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Varios alumnos hicieron razonamientos similares. De esta
manera, lograron aproximar razones mediante las fracciones
medios y cuartos. También lograron ver que, en este contexto,
el valor maximo que puede tener una razén es 1, y que esto
ocurre cuando el total de alumnos aprueba el examen.

De esta forma, ubicar razones expresadas como «tantos de
tantos», entre fracciones, ayudé de manera notoria a vincular
las nociones de razén y de fraccion.

5. Comparar una razon expresada con una fraccion,
contra otras razones expresadas mediante un par de
numeros naturales. NIQULVRE

Siguiendo con la idea de introducir las fracciones directa-
mente con la intencién de que los alumnos las utilicen para
expresar razones, se planted la tarea siguiente:

Se sabe que 3 del total de alumnos de la escuela E aprobaron
el examen, ;se puede comparar con las escuelas anteriores? Si
tu respuesta es si, comparala; si es no, explica por qué.

Actividad 2.15
Anticipar como resolverian los alumnos I

Resuelva la actividad anterior, y prevea como la resolverian alumnos
de sexto grado de primaria o de primero de secundaria.
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La mayoria de los alumnos parecié descartar de entrada la
posibilidad de que la fraccién 3 aportara informacion. Para
«desatorar» la situacion, la profesora les ofrecio varias ayudas:
anoto en el pizarron los datos de todas las escuelas, y anadié
la escuela E; después plante6 comparaciones de cada razon
contra «la mitad» (por ejemplo, 70 es menos de la mitad de
300), pudieron ver que la fraccion 2 si aportaba informacion,
puesto que podia saberse que en esa escuela habian pasado
menos de la mitad de los alumnos; finalmente, los llevé a
expresar todas las razones con fracciones (ver figura 19).

’llj‘ﬁ-..-.f:;:.u. [ Pl rr i '.
I
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al iT
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Figura 19. La actividad escrita por la maestra en el pizarron

En un primer momento del trabajo en equipos, se observo que
la mayoria de los alumnos no presté atencion a las fracciones
recién puestas en el pizarrén. La mayoria seguia considerando
que la escuela E no se podia comparar con las demas escuelas.
Veamos partes del camino que se recorrio.
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Comparan con la razén 3

En el equipo 3 convirtieron las fracciones a treintavos, pero va-
rios consideraron que no era posible comparar con la escuela E
(3). La profesora aprovechd la intervencién de un alumno para
cuestionar la idea de la imposibilidad, mediante comparaciones

con larazén 1.

(...)

Andrés: (...) convertimos la C y la D a treintavos

(...)

Maestra: Okey, y entonces aqui teniamos treintavos,

treintavos, treintavos, treintavos... jy qué paso aqui?

sComo lo compararon? (Indicando la fila de la escuela
.. 3

E, con la fraccién 3)

L'. pronads Ao s -
A L g e N 50
& | 2% | 30 L i
e e A
==l 19 120 TIQI%-'; o
U] = — — {3
E L

|

Andprés: Porque...estuvo a punto de llegar a la mitad
de(...)

Maestra: Bien, eso es importante. Dicen ellos: casi hizo
la mitad. ;Alguno de los anteriores hizo menos de la
mitad?

Alumnos: Si
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Maestra: ;Quién hizo menos (de la mitad)?
Alumnos: La A, C y D.

Maestra: Ellos hicieron menos. Entonces, ;quién es
mejor?... en relacion alaE... ola A, 0laB...ola C
ola D.

Alumnos: La B

Maestra: Pero si yo les pregunto la A, la C, y la E,
squién es mejor?

Alumnos: La E

Maestra: ;Por qué la E, Byron?

Byron: Porque la E casi llega a la mitad, y en la Cle
falta mucho para...

()

Puede verse que los alumnos compararon las razones entre
el nimero de aprobados respecto del numero total por cada
escuela, contra la razdén privilegiada «la mitad»: en unas es-
cuelas, aprobé mads de la mitad, en otras menos, pero casi la
mitad, y en otras mucho menos de la mitad.

Identifican un par de cantidades cuya razon es 2

Algunos alumnos descubrieron un par de cantidades cuya
razon es, efectivamente, 2 : «Se trata de 3 alumnos aprobados
de un total de 7».

Byron: Nosotros diremos que lo hicimos asi: (escribe)
«Eran 3... eran 7 alumnos y nomds 3 pasaron, faltaron
4. Y la B, tuvieron 28...

Maria: De 30
Byron: De 30. Y nada mds faltaron 2.
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Dudan entre un par o infinitos pares

La siguiente intervencién de Byron es importante, deja ver
que es posible generar varias parejas de datos cuya razoén es
2, pero expresa una duda, no se sabe cudl de ellas es la correc-
ta, como si existiera una sola correcta:

Byron: jDe cudntos alumnos eran!... pues pueden ser
;30, los que pasaron de 70!... ;300 de 700!... ;i3 000 de
7 000!!... nunca sabremos la verdad... (pausa)

Esta observacion encierra una cuestion esencial de la nocion
de razon, a saber, que esta expresa la relaciéon que guardan
infinidad de pares de nimeros —y no un solo par—, y que esa
relacién —y no las cantidades especificas— es lo que interesa
en este ejercicio para valorar el desempefio de cada escuela.

Actividad 2.16
:{Como organizar el cierre de la actividad?

{Como habria organizado usted el cierre de la actividad anterior? ;Co-
mo habria recuperado la participacion de Byron para el beneficio de
[(oYs ((I4SOLUCIONARIO

Usan el porcentaje como expresion de la razon
Una vez mas, la nocion de porcentaje surgié como portadora

accesible de la nocién de razén. Algunos alumnos la propu-
sieron en la puesta en comun:
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Marian: (...) si se puede comparar porque... (Inte-
rrumpe). Porque... haga de cuenta, los que restan...
puede... los podemos convertir en porcentaje del
total y asi podemos saber esteee..., cudn... ;qué por-
centaje fue mds grande o qué porcentaje fue menor y
el menor porcentaje fue...?

(...)

Axel: Marian, lo que dijiste fue del total de alumnos
sacamos un porcentaje (Gesticula con la mano con
dedos extendidos)... Por ejemplo, el 7 es el 100 por
ciento, ;no? Y hay que investigar cudnto... un alumno,
cudnto tiene de porcentaje en ese 100 por ciento.

Ya hemos comentado que el porcentaje se revela como una
de las pocas expresiones, si no es que la tnica, con la que los
alumnos identifican la nocién de razén. Establecer la equiva-
lencia entre estas distintas expresiones de la razon, un par de
numeros naturales, un porcentaje, una fraccion, es un paso
importante en la comprension de este concepto.

Comparan fracciones

Un equipo convirti6 todas las fracciones al denominador co-
mun 210 y asi las compararon. El procedimiento es eficiente
por su rapidez y precisién. Requiere, en primer lugar, com-
prender que las fracciones pueden dar cuenta del nivel de
desempeno de las escuelas, es decir, que pueden expresar ra-
zones, y, en segundo lugar, dominar la técnica de comparacion
de fracciones. Esta secuencia de situaciones tiene el propdsito
de ayudar a que adquieran el primero de estos conocimientos.



Mds de uno, pero menos de dos

Actividad 2.17
:{Qué y como institucionalizar al término de la clase?

En las actividades de comparar las escuelas y de ubicar a la escuela E,
los alumnos generaron varios procedimientos correctos, y también
dejaron ver reflexiones y dudas. ;Qué aspectos retomaria usted en
una puesta en comun? En particular, ;qué procedimientos habria he-
cho publicos?, ;qué preguntas habria planteado?, ;qué informaciones
habria dado?

Dar las fracciones, una buena ayuda
para usarlas, pero no suficiente

La experiencia anterior deja ver un hecho importante: propor-
cionar las fracciones explicitamente, no elimina la dificultad
de usarlas para expresar y comparar razones. Deja ver tam-
bién algunos recursos que pueden ayudar, en particular, la
comparacién de razones contra «la mitad» y la ubicacién de
razones en la recta numérica, entre las fracciones clave, me-
dios y cuartos. El aprovechamiento de estos recursos requiri6
ala docente rescatar ideas de los procedimientos de los alum-
nos que podian ser utiles para todos, o proponer ella misma
ciertas ideas, por ejemplo, expresar todas las razones «nimero
de aprobados respecto del niimero total», con fracciones.

Es interesante también la aparicién del porcentaje. Los
alumnos suelen proponer este recurso en situaciones de
comparacién de razones. Como se sefiald anteriormente, el
porcentaje es una de las expresiones mds reconocidas de la
nocién de razén. Usar porcentajes y ver su equivalencia con
las otras maneras de expresar las razones, ya sea mediante dos
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numeros, mediante fracciones, ayuda a avanzar en la com-
prension de la razon, de la fraccion y del porcentaje.

Entre los contextos que aqui se presentaron para el estu-
dio de las razones como fracciones, hay diferencias; elegir la
mejor regla de cambio, o la rana que da saltos mas grandes,
son situaciones que permiten validar empiricamente los re-
sultados, mientras que en el contexto de escoger al jugador
o a la escuela con mejor desemperio, este tipo de validacion
no es posible: ;como saber si es correcto o no lo que pienso
acerca de quién es el jugador mas habil, o de cudl es la escuela
que mejor prepara a sus alumnos? Esta caracteristica dificulta
el proceso de hacer evidentes los errores, pero, por otra parte,
hace mas necesario desarrollar argumentos para convencer.

Actividad 2.18
Disefar una situacion

Disefie a grandes rasgos otra situacion que favorezca la expresion de
razones con fracciones. Analicela con algiin compaiiero. Vean en qué
medida podrian superar las limitaciones que se vieron en las situacio-
nes anteriores.
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Capitulo 3.

Fracciones y decimales como
operadores multiplicativos

Elodie: ;Se dice, por ejemplo, 2 de 12 0 3 por 12?
Para mi no es l6gico porque 3 de 12 es una especie
de resta de 12, pero 3 por 12 es una multiplicacion.*

L4 . ’ . . . . 1
Introduccion ;Qué significa multiplicar por Z?

Actividad inicial

El estudio de la primera parte de este capitulo le servira para ampliar
las respuestas que pudiera dar ahora a las siguientes preguntas; por
esta razon solo en el primer planteamiento se remite al solucionario.

« A qué se refiere Elodie, en el epigrafe, cuando dice que = de 12
«es una especie de resta de 12»?

« La multiplicacion en los niUmeros naturales se puede interpretar
como una suma en la que se repite un sumando, y tiene ciertas
propiedades, por ejemplo, el producto siempre es mayor o igual
que los factores, es decir, casi siempre «agranda ». En los nimeros
racionales, ;la multiplicacion también tiene esas propiedades?;
por ejemplo, ;multiplicar 5 por 2 se puede pensar como suma?,
jagranda?

:Qué puede significar = veces una cantidad o 0.75 veces una
cantidad?
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+ ;Quéjustifica que la multiplicacion por fracciones se llame « mul-
tiplicacion» si ya no repite cantidades, y tampoco las agranda
siempre?

En el proceso de aprender, los alumnos enfrentan una ruptura
de significados entre la multiplicacién de nimeros naturales
y la multiplicacion de fracciones y decimales, porque ahora
esta ultima:

o ... dejade ser una operacion que agranda todas las veces,

e ...yano puede calcularse siempre por medio de una suma
repetida,

e ... pone en juego nuevas propiedades.

La explicacion de por qué, pese a estas diferencias, una ac-
cién como la de tomar una fraccién de una cantidad, se llama
«multiplicar», no es sencilla. La idea misma de lo que significa
«multiplicar» cambia. Comprender esto requiere de un trabajo
prolongado, durante varios afos, sobre todo en el nivel de
secundaria.

Por otra parte, la nocion de multiplicacion por fracciones
y decimales subyace a varias nociones importantes, relaciona-
das con la proporcionalidad, que se estudian en la primaria y
sobre todo en la secundaria: las de razdn, tasa, interés, escala,
semejanza, porcentaje, probabilidad, entre otras. A la vez,
estas nociones constituyen un terreno fértil para el estudio
de la multiplicacion.

Para acceder a la nocién de multiplicacién de nimeros
racionales se hard un abordaje simultaneo desde dos tipos
de problemas multiplicativos: uno, sobre relaciones de pro-
porcionalidad entre magnitudes, y el otro, sobre el calculo de
areas de rectangulos.
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G. Vergnaud (1988) fue de los primeros investigadores en
distinguir dos tipos de problemas multiplicativos, aquellos en
los que se relacionan dos conjuntos de medidas proporciona-
les, a los que también llama «de isomofismo de medidas», y
aquellos en los que se multiplican dos medidas de una mag-
nitud, para dar lugar a una medida de una nueva magnitud,
como en caso del drea del rectdngulo. A estos ultimos los
nombra problemas de «producto de medidas». El investigador
muestra que con cada uno de estos tipos de problemas se cons-
truye un significado distinto de la nocién de multiplicacion,
por lo que recomienda abordar los dos.

El nivel escolar en el que se estudia la multiplicacién de
fracciones y de decimales, y mas ampliamente, de nimeros
racionales, suele ser el de la secundaria (de 7° a 9° grados),
por lo cual las actividades que se estudiaran a continuacion
estan dirigidas a ese nivel, salvo algunas excepciones de ac-
tividades que podrian aplicarse en primaria. Estas altimas
estan sefaladas.

Los temas 1y 3 se dedicaran a los dos tipos de problemas
mencionados, y de cada uno se estudiaran dos variantes, por
lo que se veran cuatro problemas en total (ver figura 20).

En el tema 2, se analizaran actividades para el estudio de la
division de fracciones y decimales, tema que se puede estudiar
a partir de 5° 0 6° de primaria, y ampliarse en secundaria. Los
problemas que se proponen para el estudio de esta operacion
son los del primer tipo (con magnitudes proporcionales, y
especificamente, escala).

Igual que en los otros capitulos, se propone que el docente
resuelva los problemas que se plantean y, enseguida, los analice
desde el punto de vista de la ensefianza, para lo cual se hacen
comentarios y preguntas especificas.
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1. Problemas sobre
magnitudes proporcionales

N

1.1 Expresion de razones 1.2 Expresion de la constante de
internas con fracciones proporcionalidad con fracciones

/

CMuItipIicaci on de numeros raci onales)

\

3.1 Area de un rectangulo ) [3 .2 Aproximaciones al area de un

cuyos lados miden fraccion rectangulo mediante decimales

~

3. Problemas sobre productos
de medidas (areas)

Figura 20. Tipos de problemas para acceder a la multiplicacién de niumeros racionales

Tema 1. La multiplicacion de fracciones en el contexto

de la proporcionalidad

Las relaciones de proporcionalidad entre magnitudes se ca-
racterizan por dos propiedades fundamentales:

L. las razones entre dos valores de una de las magnitudes
se conservan en la otra magnitud, por ejemplo, si en una
figura determinada un lado mide el doble de otro, en todas
las figuras a escala de esa figura, se mantiene la relacién
«doble» entre esos dos lados; a estas razones se les llama
«internas»;
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2. hay una razén externa constante, llamada «constante de
proporcionalidad». Es un nimero, siempre el mismo, que
multiplicado por cualquier valor de una magnitud, arroja
el valor que le corresponde en la otra magnitud.

En el ejemplo de la figura 21, la razén interna de 6 con respecto
a 3 entre dos lados de un tridngulo (doble), se conserva en
el otro triangulo, 30 con respecto a 15. La razén interna de 4
respecto a 3, también se conserva, 20 respecto a 15. Es decir,
cada razén interna entre dos la- .
L, razén
dos de un tridngulo se conserva intema(\'
entre los dos lados correspon-

dientes del otro tridngulo, y es i;ize?:a 20
distinta a las razones que guar- 15

dan los otros pares deciadogs. En (:‘&

cambio, las razones externas (15 4 20
respecto a 3; 30 respectoa 6y 20 \/
respecto a 4), son todas iguales: razon externa

las medidas de un triangulo son Figura 21. Dos propiedades fundamentales de la

5 veces las del otro. proporcionalidad. Representacion grafica
Las dos propiedades anterio-

res se suelen formular haciendo referencia a los operadores
multiplicativos: se llaman operadores escalares a los que co-
rresponden a las razones internas, y operador funcion al que
corresponde a la razon externa. La primera propiedad se
formula asi: cuando dos magnitudes son proporcionales, el
operador escalar entre cualquier par de valores de una de las
magnitudes, es igual al operador escalar que hay entre los
valores correspondientes de la otra magnitud. La segunda
propiedad, se puede formular asi: cuando dos magnitudes
son proporcionales, el operador funcion es constante. Dicho
operador se suele llamar también constante de proporcionali-
dad (ver figura 22).
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Razén externa constante, o
constante de proporcionalidad

x5

Figura A Figura B Figura A Figura B

3 15 3 15
> X2

6 30

E 6 30 >
4 20 4 20

Razones internas que se conservan

X
wln

Figura 22. Dos propiedades fundamentales de la proporcionalidad. Representacion tabular.

Cuando las razones son fraccionarias se presenta una opor-
tunidad para hacer explicito un hecho insdlito: que «tomar
una fracciéon de una cantidad» es multiplicar.

A continuacioén se estudian dos recorridos que se com-
plementan para introducir la nocién de multiplicacién de
fracciones, a partir de cada una de las propiedades mencio-
nadas.

1.1 Las fracciones como razones internas

Aqui inicia un «camino corto» para introducir la multiplica-
cion de fracciones.

SECUNDARIA

Actividad 3.1
Analisis de una leccion de un libro de
texto sobre la multiplicacion de fracciones (parte I)

Resuelva las siguientes actividades tomadas de un libro de texto de

primer grado de secundaria (ver figura 23) y conteste las preguntas que
se plantean al final, las cuales le ayudaran en el analisis de la leccion.
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Leccién 9. VUeltas alrededor de un circuito I

® 1. Analiza la informacién y responde.
Un tren da vueltas en un circuito de 60 km.

a) ;Cuantos kilémetros recorrerd después de media vuelta?

b) ¢Y después de 0.25 vueltas?

c) ;Y despues de 2 %vueltas?

DESCUBRO MAS

0.5 vueltas es lo mismo
que % de vuelta o %

@ i G 025 2 o5 1 1
vuelta. ;Qué significa - 5 i

] Itas? =
025 veligs Kilometros
. 60
recorridos

d) Escribe los datos que faltan en la tabla.

~l—
N
N

Ao
w

35 5 5)

A=

€) Una manera de calcular los kilémetros recorridos en cinco vueltas es con la
multiplicacién 5 x 60 km.

Explica, en tu cuaderno, con qué operacién se calcula la distancia recorrida
en % de vuelta.

Asi como “cinco veces 60 km” corresponde a la multiplicacién “60 km x 5”, tam-
bién “2 de 60 km” corresponde a una multiplicacién: “60 km x %”. Es decir, obte-
ner % de una cantidad es lo mismo que multiplicarla por %

% En grupo, valida los datos que anotaste en la tabla. Comenten cémo debe ser el
numero de vueltas para que el total de kilémetros recorridos sea menor que 60.

o 2. Sin hacer calculos escritos, subraya cada operacién con el color que se indica.

M Si el resultado es menor que 60.
M si el resultado es mayor que 60, pero menor que 120.

M si el resultado es mayor que 120.

a) 60 x 2 b) 60 x 2
<) 60x 2 d) 607
e) 60 x 0.4 f) 60 x 1.5
g) 60 x 0.75 h) 60 x 2.1
1)60x 11 j)6ox§
k) 60x22 )60x23

Figura 23. Matematicas 1. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 3,
Leccion 9, Block, Garcia y Balbuena, 2020, p. 32.
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Preguntas para el andlisis de la leccién

a) En los incisos 1a, 1b, 1cy 1d de la leccion no se espera que los
alumnos apliquen el algoritmo para multiplicar fracciones, ni el
de multiplicar decimales, puesto que se parte de que no los cono-
cen auin. Entonces, si no conocen esos algoritmos, ;como podrian
resolver lo que se pregunta?

b) Explique como podrian resolver los alumnos el inciso 2 de la
leccion, si todavia no conocen el algoritmo para multiplicar una
medida (60 km) por un multiplicador fraccionario (inciso a, por
ejemplo) o decimal (inciso e, por ejemplo).

Dos caracteristicas del problema del circuito

Multiplicadores variables
Al igual que en las situaciones de las naranjadas, que se pre-
sentaron en el capitulo anterior, en esta se plantea una relacion
de proporcionalidad, entre el numero de vueltas que se dan a
un circuito y la distancia total que se recorre. A diferencia de
aquellas situaciones, en esta, la constante de proporcionalidad
no es una fraccién, sino es un nimero natural que corres-
ponde a la medida del circuito (60 km por vuelta). Entonces,
scomo intervienen las fracciones? Intervienen al expresar los
numeros de vueltas variables (media vuelta, > de vuelta, etc.)
Y, a veces también, las distancias recorridas (por ejemplo, a
4 de vuelta le corresponden 1.5 km).

Dicho en otros términos: los nimeros de vueltas, enteros
o fraccionarios son multiplicadores variables; el tamafio del
circuito (60km) es el multiplicando y es la constante de pro-
porcionalidad. También se puede decir que el valor unitario
—«60 kilometros por vuelta»— es constante.
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La alternancia de multiplicadores enteros y fraccio-

narios: un facilitador hacia la idea de multiplicar por

una fraccién
Una caracteristica relevante de este contexto es la alternancia
de multiplicadores enteros (5 vueltas, por ejemplo) y de mul-
tiplicadores fraccionarios (3 de vuelta). Esta alternancia es
la que justifica llamar «multiplicacién» a la operacion que se
realiza en ambos casos: en el caso de multiplicadores enteros,
la multiplicacién es obvia; en el de multiplicadores fracciona-
rios, es novedosa. Esta alternancia fue sugerida como recurso
didactico por el investigador H. Freudenthal, desde los afios
ochenta del siglo pasado®.

Actividad 3.2
Analisis de una leccion de un libro de texto
sobre multiplicacion de fracciones (parte Il)

Resuelva la segunda leccion sobre el circuito (ver figuras 24 y 25) y
después responda a las siguientes preguntas.

a) ;Qué se mantuvo y qué cambid en esta leccion, en comparacion
con la anterior (la 9), con respecto al contexto (tren que da vueltas
a un circuito) y a los datos numéricos?

b) En el punto 1a, en uno de los ejercicios, los alumnos deben
calcular cuanto es 7 de 3 de hectometro, pero ain no saben mul-
tiplicar fracciones. ;Como pueden resolver esta multiplicacion?

¢) Explique con sus palabras, ;como se justifico, en ambas lecciones,
el llamar « multiplicacion » a la operacion de tomar una fraccion
de una cantidad?, ;como se resolvieron las « multiplicaciones »?
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reccisn 10. Vueltas alrededor de un circuito II

MAS IDEAS ® 1. Analiza la informacién y responde.
Para dividir una fraccion . . L
entre un niimero n Un tren de juguete viaja en un circui-
se puede dividir su to de % de hectémetro.
numerador entre n,
o bien, multiplicar su a) Indica, con fracciones de hecté-
denominador por n. metro, qué distancia recorre el
Por ejemplo: tren cuando da...
12.5_12:3 _ 4
1 15 15
i ¢ 10 vueltas:
0 bien,
1 .

2.4 12 _12_4 * 7 vuelta:
15" 15x3 45~ 15 1

° 4 vuelta:

b) El primer diagrama muestra una
manera de calcular % de %, que
consiste en aplicar % de %, es decir,

dividir entre 2 dos veces.

hectémetro: unidad
de longitud equivalente
a 100 metros.

Su abreviacion es hm. . »
Anota, en el diagrama, la fraccién

que falta junto a una de las flechas.

c) El segundo diagrama muestra una teeelpl D

manera de calcular % de %: prime- 4

1 27 i 2
entre 3, y después se multiplica

por 2 (para obtener % de %).

IR .

. g (+3)1 i(+3)
Escribe la fracciéon que falta en el - e
segundo diagrama. RRREEY ) «---""

JEPUSEL 3 SR
d) Si el tren completa 4 % vueltas,  (x 2]i 1(x2)
1

. . te--ln 2 -t

scudntos hectémetros recorre? >3 D‘

&% Compara tus respuestas con las del resto del grupo. Observen que una manera

de calcular 2 de una cantidad consiste en calcular primero % de esa cantidad y

luego duplicar el resultado. Usen esa idea para calcular a qué fraccién de hecté-
metro es igual % de % de hectémetro.

® 2. Elcircuito del tren ahora mide % hm.
a) Anota los datos que faltan en la tabla.

b 4 | i | 2

Hectometros 3
recorridos 4

Wi
N
N

wln
IS
(5}

w|=

Figura 24. Matematicas 1. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 3,
Leccion 10 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2020, p. 34.
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Numero, dlgebra y variacién e Multiplicacién y divisién

4 2
b) Completa los pasos para calcular £ de £ km.

Paso 1 Paso 2

Calcular % de % Multiplicar el resultado anterior por 4.

c) Lee la técnica que se describe a continuacién y verifica que corresponda a la
que completaste en el inciso anterior.

Para calcular el resultado de una fraccién de fraccién, basta multiplicar entre si
tanto los numeradores como los denominadores; por ejemplo:

N

2_4x2_8
deg=705=73s

% Analiza con el grupo por qué se le llama “multiplicar” a la operacién que consis-
te en obtener % de % Después, comenten la siguiente informacién.

El nimero total de kilémetros que recorre el tren al dar n vueltas a un circui- DESCUBRO MAS
to que mide m kilémetros es n veces m kilémetros, es decir, n x m kilémetros, ;Qué resultado se obtiene
independientemente de si n y m son nimeros naturales o fracciones. si se multiplican dos
fracciones de las formas %
Si da 5 vueltas de 60 km, el total de kilémetros es 60 x 5 = 300 km. ¥ 3. es decir, en las que el

denominador de una de
3 3x2_6 _1

Sida % de vuelta de % hm, el total es 3 x % =1 3=15=hm cllas es .numerador e
4 x 1 la otra y viceversa (por
ejemplo, % X % 0 % X g]?

Es decir, obtener una fraccién de otra fraccién también es multiplicar.

® 3. Resuelve y simplifica.

2,1_ 3.1 3, 1_
a) §xg= — b) gxg=— ) 19%3% —
5 2_ 11 4,5_
d)ﬁXg— e) 0%7= f)5x4_
3,10 3.4_ N5 13 _
8%3 —— h)gx3=— gxs=—

% Con ayuda del profesor, compara tus resultados con los del grupo. Resuelvan
las siguientes multiplicaciones de fracciones mixtas.

2.,1_
a)2§><i_

3 1_
b)53x2z=

1 1_
C)3§><4§—

4 1_
d)27><1§—

Figura 25. Matematicas 1. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 3,
Leccion 10 (Parte I1), Block, Garcia y Balbuena, 2020, p. 35.
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Actividad 3.3
:Y la conmutatividad?

{Qué diferencias y que tienen de comun las siguientes multiplicaciones?

« 5 bolsas de = de kilogramo
« 2 de bolsa de 5 kilogramos

{Como podria un alumno hallar el total en cada caso?

Cuando el multiplicador es un niimero natural

(«5 veces 23 RIS EIIPRIMARIA Y SECUNDARIA

Si bien en el nivel de los nimeros ambas operaciones, «5 por
2« y «3 por 5», dan el mismo resultado (la multiplicacion de
fracciones es conmutativa), cuando se trabaja con niimeros con-
cretos, —esto es, referidos a magnitudes—, las multiplicaciones
no representan lo mismo.

En «5 por % de una unidad U», el multiplicador, 5, es un nimero
natural, por lo tanto, la multiplicaciéon se puede interpretar
como una suma repetida, al igual que en los nimeros naturales.

La cantidad que se repite 5 veces es > de unidad.

Sx3=3ededededaduguo sy
Este caso particular de la multiplicacién no presenta mayor
dificultad conceptual que la de una suma de fracciones con
el mismo denominador. Por ello, esta operacion, asi como los
problemas que la implican, pueden plantearse desde que se
estudia la suma. Incluso, se puede inferir un algoritmo para

este caso particular de multiplicaciéon: «se multiplica el multi-

136



Fracciones y decimales como operadores multiplicativos

plicador (el nimero de veces) por el numerador de la medida
fraccionaria».

n x 3 de unidad = 7 de unidad

En cambio, 3 «veces» 5 kg, interpretado como «3 de 5 kg» im-
plica, por ejemplo, considerar que 3 es 5 + 1, y que entonces >
de 5 es la mitad de 5 (esto es 2 3 ) mds la mitad de la mitad de
5 (esto es, 1 1), lo que en total da 3 2, o bien, de otra manera,
dividir 5 kg entre 4 para obtener ; de la cantidad, y luego
multiplicar lo que salga por 3. Pero ver esas acciones como
una multiplicacion requiere, ademas, una reconceptualizacion
de la nocién de multiplicacién.

1.2 Las fracciones como constantes de proporcionalidad
A continuacidn, inicia el segundo recorrido para aproximarse

a la nocion de multiplicacidn, ahora en tanto constante de
proporcionalidad.

PRIMARIA'Y
SECUNDARIA! Actividad 3.4

El rompecabezas

La situacion que se revisara a continuacion, « El rompecabezas», for-
ma parte de una secuencia de situaciones didacticas desarrollada por
Guy Brousseau —investigador francés, fundador de la Teoria de las
Situaciones Didacticas (TSD)— para propiciar una génesis escolar de
la multiplicacion por decimales. En este apartado no se estudiara la
secuencia completa, pues es larga, compleja y muy distante de los
caminos usuales*’. No obstante, la situacién « El rompecabezas » tiene
interés por si misma y puede integrarse en una secuencia distinta a la
que dise 6 Brousseau. Es lo que se hara aqui.
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Para facilitar el analisis de esta situacion se sugiere realizarla pre-
viamente, de preferencia con uno o mas colegas.

Abajo aparece dibujado un rompecabezas. Tracelo en un papel,
con las medidas que se indican (en centimetros), recorte las piezas y,
si participan varios, repartanselas (lo ideal es que cada pieza se elabore
por una persona distinta). Se trata de hacer una copia a escala del rom-
pecabezas, en la que el lado que mide 4 cm, en la copia a escala mida
7 cm. Cada uno debe averiguar las medidas de la pieza que eligi6 o que
se le asigno, trazarlay recortarla. Al final, se juntan las piezas ampliadas
y se verifica que encajen tal como en el rompecabezas original.

6 5
2
6
7
9 7
2
4 2 5

Conteste las siguientes preguntas.

« Al armar el rompecabezas ampliado, ;las piezas embonaron? Si
no fue asi, ;a qué se debi6?

+ Observe que la fraccion que juega como constante de proporcio-
nalidad no se da, esta implicita en la razon «a 4 le corresponde 7 ».
{Como piensa que resolverian el problema alumnos de sexto grado
de primaria o de primer grado de secundaria? ;Qué dificultades
tendrian? ;Qué errores podrian aparecer?
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Algunas caracteristicas de la situacion del rompecabezas

La situacién plantea un problema que implica poner en jue-
go un multiplicador fraccionario para reproducir una figura.
El multiplicador no se da ni siquiera como «fraccion de», la
unica informacioén que se brinda es que un lado de la pieza
de la figura que mide 4 cm se transformo en uno de 7 cm, en
un contexto de escala. Esto da lugar a un problema complejo
en el que la primera dificultad es superar la estrategia aditiva
que suelen usar los alumnos, y que consiste en sumar 3 cm a
todos los lados de las piezas de la figura. Pese a esta dificul-
tad, la consigna es sencilla, los alumnos pueden abordar el
problema (aunque no necesariamente resolverlo) y recibir
retroalimentacion, ya que pueden ver si las piezas ampliadas
embonan, o no. Estas caracteristicas hacen de la situaciéon una
situacion adidactica.

Actividad 3.5
Situacion del rompecabezas, en un grupo
de sexto grado de primaria*®

Lea el siguiente reporte y conteste las preguntas que se plantean después.

Se trata de dos aplicaciones de la situacion anterior en un grupo
de sexto grado. En la primera, los alumnos deben construir las piezas
de un rompecabezas de manera que «el lado que mide 4 cm en el
original, mida 7 cm en la reproduccion ». En una segunda aplicacion, el
lado que mide 5 cm en el original debe medir 8 cm en la reproduccion.
Se pide ademas que, en cada equipo, cada alumno haga una o dos
piezas y luego relinan todas las del equipo para verificar si se forma
el rompecabezas.

El propdsito de la situacion es, en primer lugar, poner en evidencia
que la estrategia aditiva (sumar 3) no funciona: al aplicarla, los alum-
nos obtendran piezas deformadas y observaran que no embonan. En
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segundo lugar, se espera que los alumnos apliquen alglin recurso que
tenga en cuenta la relacion proporcional entre las medidas de la figura
original y las de la reproduccion.

Es probable que recurran al procedimiento del «valor unitario»,
es decir, que calculen la medida que corresponde a una unidad y, a
partir de este, las demas medidas. En cierto momento, se espera que
la secuencia favorezca también la puesta en juego de la fraccion en
el papel de operador multiplicativo entre dos conjuntos de medidas.

Después de presentar la segunda experiencia, se plantean pregun-
tas para orientar el analisis de esta.

PRIMERA EXPERIENCIA:
EL LADO QUE MIDE 4, EN LA REPRODUCCION DEBE MEDIR 7

Desde que el maestro estaba dando la consigna, algunos alumnos
hicieron anticipaciones:

Maestro: (...) queremos que el lado que mide 4 en este rompeca-
bezas, mida...

Alumno: ocho en el otro...

El alumno expresa saber que, en el agrandamiento, esta en juego la
multiplicacién, y aplica el agrandamiento mas simple (x 2). Otro alum-
no expreso:

Maestro: (...) queremos que el lado que mide 4 cm en este rompe-
cabezas, mida 7cm en el otro.

Alumno: y el lado que mide 5 cm, mida 8 cm, el que mida 6 cm,
mida 9 cm...

Al estar implicada una multiplicacién desconocida (por un nimero
no entero), el alumno se apoya en un recurso aditivo.

En el grupo se desarrollaron seis procedimientos, dos incorrectos
y cuatro correctos.
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Procedimientos incorrectos

Procedimiento aditivo: sumar la constante 3.

Por lo menos en tres equipos utilizaron este procedimiento y compro-
baron que las piezas se deforman.

Llama la atencion la reflexion de Audiel, quien propuso que un
lado del nuevo cuadrado midiera 20, lo cual obtuvo al sumar 3 a cada
una de las medidas dadas de un lado, (2 + 3) + (7 + 3) + (2 + 3), pero
enseguida, expresé con cierta duda: « Quién sabe, porque al mds grande
le debe tocar mds, como la mitad de su valor». Asi, antes de llevar a
cabo su estrategia de sumar tres, la puso en duda, al parecer porque
incrementa la misma cantidad absoluta a todas las medidas, en lugar
de incrementar cantidades proporcionales a las medidas.

Por su parte, Arsenio también descubri6 que la misma estrategia
aditiva, sumar 3, no funciona porque arroja la medida 20 cm para el
lado del cuadrado formado por 2 cm, 7 cm y 2 cm, mientras que arroja
17 para el lado formado por 5 cm y 6 cm. Este es un ejemplo del que
se habld antes, de la deformacion de la figura.

La regla de correspondencia 2x — 1.

Por lo menos en dos equipos descubrieron que dos veces el 4, menos 1
da 7 y aplicaron esa regla a las demas medidas, por ejemplo,a 5 cm le
corresponderian 9 cm. Al tratar de armar el rompecabezas, en uno de
los equipos identificaron que algo no funcionaba. En la confrontacion
se presentaron tres intentos de explicar el motivo por el que no puede
ser correcto el procedimiento.

Audiel, retomando su intuicion acerca de la necesidad de que
los incrementos que se dan a las diferentes medidas dependan de su
tamafo —y que por lo tanto, el incremento no sea constante, pero
si la razon de cada incremento respecto de cada medida—, expreso:

Audiel: Esta mal porque no siempre de todo es...el doble menos

uno, no puede ser porque al grande le toca de mds y al mas chico
le toca menos.

Rodrigo logré darse cuenta de que al aplicar la regla 2x - 1, se obtienen
dos medidas diferentes para el lado del cuadrado, dependiendo del
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lado que se escoja, lo cual constituye una prueba de que la estrategia
es incorrecta.

A2 cm le corresponden 3 cm, porque2 x2-1=3

A7 cm le corresponden 13 cm, puestoque 7 x 2 — 1= 13

Por lo tanto al lado de 11 cm formado por los tramos de 2 cm,
7 cm, y 2 cm, le corresponde un lado formado por los tramos de
3cm, 13 cm y 3 cm, esto es, 19 cm en total. Mientras que al lado
de 11 cm formado por los tramos de 5 cm y 6 cm, le corresponde un
lado formado por 9 cmy 11 cm, es decir, 20 cm en total.

Rodrigo logré mostrar que un lado es de 19 y el otro es de 20, con
lo cual dejo claro que lo que se formd ya no es un cuadrado.

Cabe notar que los razonamientos mas explicitos e interesantes provie-
nen de los intentos de algunos alumnos por mostrar que las estrategias
de sus compaiieros son incorrectas y no funcionan.

Es importante notar también la ventaja de que el cuadrado tenga
lados subdivididos de diferentes maneras (uno como2 + 7 + 2 y el
otro como 5 + 6), pues esto permite evidenciar que las estrategias
aditivas no funcionan.

Procedimientos correctos

Un hecho poco frecuente es que en esta primera experiencia no apa-
recio el procedimiento del valor unitario, sino hasta la segunda. Se
desarrollaron, en cambio, varios procedimientos que establecen el
operador multiplicativo de distintas maneras: en un caso conside-
raron lo que hay que incrementar a cada medida, respetando que
los incrementos deben ser proporcionales a las medidas, y en otro,
establecieron la composicion de operadores (+ 4) y (x 7) que permite
generar las medidas de la reproduccion a escala.

Procedimientos centrados en el incremento proporcional
En el grupo lograron establecer dos procedimientos para que los
incrementos fueran proporcionales a las medidas. Uno de ellos, el
equipo de Audiel, consistié en aumentar «tres centimetros por cada
cuatro»: después de invalidar la estrategia + 3, y con la hipdtesis de
que «al grande le toca mds», anotaron lo siguiente en el pizarron,
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con la ayuda del maestro pues la explicacion del equipo no resultaba
suficientemente clara.

4 + 3 (el incremento de 4 es 3)

2 + 1.5 (2 es la mitad de 4, entonces le corresponde un incremento
de la mitad de 3)

5+ 3.75 (posiblemente porque a 1 le corresponde un incremento de
la mitad que a 2, es decir de 0.75, entonces a 5 —que es 4 + 1— le
corresponde un incremento de 3 + 0.75)

El segundo procedimiento, consistié en aplicar la transformacion
«cada medida aumenta = de si misma»: Irma, explicé que a 4 se le
aumentaron 3y 3 equivale a 2. La observacion es muy buena, pero la
formulacion de la estrategia estaba ain inconclusa. Entonces, Netzai,
integrante de otro equipo, termind de explicar.

Netzai: Para llegar de 4 a 7 son 3, y el 3 de 4 equivalen a =
Maestro: jAhl, 3 es = de 4...

Netzai: Entonces a todas las medidas les sumas = de las mismas.

Calcularon cuanto corresponde a 6 (6 méas = de 6) asi: 6 + 4 = 1.5
y 1.5+ 1.5 + 1.5 = 4.5, luego 4.5 + 6 = 10.5.

No se sabe como encontraron que 3 es > de 4. Estos alumnos
lograron expresar la razon (el incremento con respecto a la medida
original) con una fraccion, misma que utilizaron como operador para
obtener las demas medidas.

Procedimiento centrado en la composicion de

operadores «entre 4» seguido de «por 7 ».
En el equipo de Rodrigo, Esteban, Minerva y Karla, obtuvieron las me-
didas dividiendo cada una entre 4 y multiplicando por 7.

Asi, para calcular la imagen de 5 hacen:

+4 x 7
5 1.25 8.75
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En la confrontacion, Rodrigo dijo: « Lo que hicimos fue todas las medi-
das entre 4 y por 7, en lugar de sacar primero el entero». No supimos
a qué se referia con «en lugar de sacar primero el entero». La alumna
Irma les pregunté que de donde sali6 el 7, a lo que Rodrigo respondio,
sin explicar realmente: « Porque 4 entre 4 da uno y por siete da siete ».
Quiza ellos mismos no sabian bien por qué funcionaba su estrategia.
Encontraron la composicion de transformaciones multiplicativas que
permiten pasar de 4 a 7, pero ;qué significa para ellos?

Uno de los significados posibles, que se explicita en la sesion si-
guiente, es el de hacer primero, hipotéticamente, una reduccion en la
que lo que mide 4 en el original, medira 1 en la reduccion, y después
una ampliacion en la que lo que mide 1 medira 7:

+4 X7
4 1 7

Enseguida, Irma pregunté a los autores de este procedimiento: « Si nos
hubiesen dicho que el 6 tenia que ser 10.5, ;como le hubieran hecho?»

Rodrigo respondio bien el cuestionamiento: «lo mismo, todo lo
dividimos entre 6, y después lo multiplicamos por la medida (es decir,
por 10.5)». En la segunda experiencia, que presentaremos, se observara
coémo se sigue desarrollando esta idea.

En esta primera sesion se logré poner en evidencia el caracter
fallido de dos estrategias incorrectas, entre las que se encuentra la
aditiva, y se difundieron varias estrategias correctas.

SEGUNDA EXPERIENCIA:
EL LADO QUE MIDE 5, DEBE MEDIR 8 EN LA REPRODUCCION

El maestro dibujo en el pizarron el rompecabezas original en color
rojo y el xampliado» en azul (representaciones sin las medidas exac-
tas). Pidio a los alumnos que recordaran las medidas del original y les
explico que en el nuevo rompecabezas lo que mide 5 en el original
debe medir 8. Explicd que esta vez primero calcularian las medidas,
después se compararian las medidas obtenidas por cada equipo, y al
final construirian el rompecabezas.
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Ademas de los procedimientos correctos de la vez pasada, apare-
cieron dos mas, el del valor unitario, y el que puso en juego el operador
funcion «$ dex. Asimismo, se lograron explicitar mejor los razona-
mientos subyacentes. El error aditivo volvié a aparecer, al menos en
un equipo.

Cuando los alumnos terminaron de calcular las medidas, el
maestro escribid en el pizarron las respuestas de todos los equipos y
organizo la discusion.

A continuacion, se mostraran algunos ejemplos de los proce-
dimientos correctos y de las explicaciones de los alumnos en torno
aellos.

El valor unitario (imagen de un centimetro)
Varios equipos usaron este procedimiento. Myriam, Moira y Karla,
después de sefalar que el incremento esta vez seria 3 por cada 5, lo
que hicieron fue obtener el «valor unitario», 1.6, y multiplicar todas
las medidas por ese valor. El maestro genero las condiciones para una
mejor explicacion de su procedimiento:

Maestro: ;Y qué significa el valor unitario?
Moira: Que cada centimetro vale 1.6.

Maestro: ;A qué centimetro te estds refiriendo?
Moira: A las medidas.

Arsenio: Un centimetro del original vale 1.6 centimetros en el rom-
pecabezas que se va a reproducir.

Moira: Asi es mds facil.

La composicion de operadores (+ 5) (x 8) (o pasar por

la figura intermedia en la que a 5 le corresponde 1).
Esteban uso este procedimiento la vez pasada pero no logré funda-
mentarlo. En esta ocasion explico que ellos dividieron 5 entre 5y lo
multiplicaron por ocho. Agregé que hicieron esto mismo con todas
las medidas. Al pedirle una explicacion mostro dificultad, pero final-
mente lo logro:
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Esteban: Es que es como la escala (...), queremos pasar por uno
(dibuja un cuadrado pequerio, luego uno grande) (...) necesitamos
la escala de uno para luego pasar a la que quieras.

Logré explicitar el razonamiento que esta detras de la composicion
(+5) (x 8). El operador (+ 5) permite hacer una reproduccion en la
que a 5 le corresponde 1. Luego, (x 8) permite pasar de esa a otra en
la que a 1 le corresponde 8.

Augusto (explica): Todo se divide entre 5 y el resultado es un quinto,
y luego por 8.

Ante las preguntas del maestro, Augusto y Rodrigo dieron un ejemplo,
calcularon laimagen de 2, que es 0.4, y explicaron:

Augusto: El dos se tiene que dividir entre 5 porque asi sacariamos
un quinto.

Rodrigo L. (le cuesta trabajo explicar el porqué de su procedimiento,
finalmente logra una explicacion en la que destaca dos transforma-
ciones): (...) para que nos saliera un quinto de la medida original,
después la multiplicamos por ocho para que nos saliera la medida
reproducida.

Notemos que, aunque las operaciones que se hacen aqui y las que se
hacen en el procedimiento del «valor unitario» son casi las mismas
(dividir entre 5, multiplicar por 8), las ideas que subyacen son muy
distintas.

« Laestrategia del « valor de uno» se basa en ver qué imagen corres-
ponde, en la reproduccion, a un centimetro de la figura original
(8 cm + 5= 1.6 cm). Ese valor, 1.6 cm, sera multiplicado por dife-
rentes nimeros, por ejemplo, para ver cuanto corresponde a un
lado de 4 cm, se hace la multiplicacion 4 veces 1.6 cm.

« Laestrategia de la composicion se basa en la idea de formar otra
figuraaescala, en laqueas5 le corresponde 1, para, posteriormente,
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pasar de esaa la figuraen la que a 1le corresponde 8. Cada medida
sera dividida entre 5 y multiplicada por 8. El paso siguiente, que
los alumnos ya no dan, es el de sintetizar la composicion de esos
dos operadores en uno solo: x ¢ 0 x 1.6.

El operador « de»
Arsenio explicé que de 5 a 8 hay 3y que, por lo tanto, el aumento es
de % de 5. Dice también que 8 es £ de 5. Para el clculo de la medida
que corresponde a 2, explico:

Arsenio: Lo que queremos sacar son 5. 0.4 es un quinto [de 2] y eso
se multiplica por 8 (para obtener la imagen de 2).

Maestro: ;Tu crees que eso se hizo para pasar de 5 a 82

Arsenio: Seria entre 5, 5 entre 5 es 1, 1 por 8 es 8, son ocho quintos
de 5. Aunque lo que yo hice es parecido, la diferencia entre el 2 y el
otro ntimero (se refiere a la medida que corresponde a 2) es 2, 2 de

5’5
2es1.2(0sea 2 ++de2=2+12=32)

Arsenio tiene claro que el operador en juego es «7 dex, y que este
consiste en dividir entre 5 y multiplicar por 8. De esta manera, Ar-
senio establece con claridad los dos operadores posibles, el que da el
incremento y el que da directamente el valor correspondiente. Estos
se pueden expresar algebraicamente asi®:

y =x + gx ytambién Yy = gx

¢POR CUANTO MULTIPLICAR LA MEDIDA ORIGINAL...?

Al final, el maestro planted esta pregunta: « ;En total, podrian decir por
cudnto hay que multiplicar la medida original para obtener la medida
de la copia?»

Rodrigo: No la multiplicamos luego luego, primero la dividimos, jah!,
iva sé que quieres decir!

Maestro: Ya sé, primero dividimos, después multiplicamos, pero
spodrian decir en total por cudnto multiplicamos al original?
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(silencio)

Rodrigo: No...Nada mds por uno, por uno y fraccion.
(silencio)

Observador: (por ahi se escucha «por 1.6»)

Maestro: Si, por 1.6, es lo que encontraron en uno de los procedi-
mientos, pero ustedes dicen que se divide entre 5 y se multiplica por
8, sse podria decir por cudnto se multiplica?

Alumno: No...

Maestro: Bueno, piénsele.

Llama mucho la atencion de que quienes usaron la estrategia de mul-
tiplicar por 1.6 hayan tardado tanto en contestar, y solo uno de ellos
lo hizo.

Arsenio, quien supo que las medidas de la reproduccion son ¢ de

las de la original, no pudo contestar tampoco.

PREGUNTAS

Para contestar, consideren las dos experiencias sobre el rompecabezas
que se presentaron anteriormente.

a)

b)

0)

d)

e)

Describan al menos tres procedimientos que permiten resolver
correctamente la situacion del rompecabezas. ;Cual es el proce-
dimiento que se busca propiciar en esta secuencia?
En ambas experiencias, los alumnos logran varias expresiones del
operador multiplicativo en juego, por ejemplo, «incrementar 3 de
cada 5 ». ldentifiquen algunas mas.

Multiplicar una medida M por un nimero natural n puede inter-
pretarse como sumar n veces M. ;Cdmo puede interpretarse la
multiplicacién de una medida M por una fraccién 4 ? SOIIVEIVAE)
Identifiquen algunos de los errores que cometen los alumnos en
el desarrollo de la experiencia y sefiale como se dan cuenta de que
hay error, o si no se dan cuenta.

En la experiencia anterior, aun cuando un alumno logra descubrir
la pertinencia del operador « % de», no logra responder a la pre-
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gunta final del maestro: ;por qué numero hay que multiplicar...?
A qué puede deberse?

f) iPor qué usar un rompecabezas y no una figura mas simple, por
ejemplo, una sola pieza con forma rectangular?

Hacia una nueva definicion, mds amplia, de multiplicar

En la experiencia anterior, es claro que sacar «3 de algo» no
es todavia lo mismo que multiplicar por . Con dificultad
los alumnos aceptan que se puede multiplicar por 1.6. Sin
embargo, aparecen sospechas de que podria haber un factor
fraccion: «nada mds por uno, por uno y fraccion».

En el nivel de secundaria, el profesor podria intervenir y
explicar alos alumnos que se trata de una multiplicacion, ha-
ciendo una comparacion con lo que ocurre cuando el operador
es un numero natural, por ejemplo: cuando un lado de 5 cm
se transforma en uno de 10 cm, interviene una multiplicacién
(por dos); también cuando un lado de 5 cm se transforma en
uno de 8 cm, interviene una multiplicacién y esta es X 2, 0
también x 13. Es decir, «3 de» es una multiplicacion.

De nuevo, se esta frente a una redefinicion de la multipli-
cacion que los alumnos comprenderan poco a poco.

Una definicion antigua, y amplia de multiplicacion
PROFUNDIZACION

En lugar de definir la multiplicaciéon como suma repetida, por
ejemplo, de 2 X 5 como 5 + 5, en esta experiencia se define —de

manera implicita— como una proporcion:

2 x5 es el nimero que esa5como 2 esal.
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El interés de esta definicion de la multiplicacion es que, a
diferencia de la de suma repetida, funciona bien tanto para
multiplicacién de nimeros naturales como para la de nimeros
racionales: £ x 5 es el numero que esa 5 como ¢ esal.

X 2 X3
1 - 2 1 » 3
5 > 2x5 5 > $X5

Nétese que, con esta definiciéon de multiplicacion, ante la
pregunta «;Qué es 3 X 5%», podemos contestar ahora: es el
numero en el que se transforma el 5 (la imagen de 5), en una
relacién de proporcionalidad en la que 1 se transforma en 3.
Lo mismo se puede decir de «2 x 5»: es el numero en el que
se transforma 5, en una relacion en la que 1 se transforma en
2. Cabe senalar que se trata de una definicién muy antigua
de la multiplicacion**.

Esta nota sobre la definiciéon de la multiplicacién que
subyace es solamente para conocimiento del docente, no se-
ria conveniente darla a los alumnos pues ellos no tienen aun
elementos para comprenderla, y no la necesitan.

Institucionalizar

El trabajo de informar a los alumnos que la transformacion
% de es una multiplicacidn, le corresponde al maestro. Como
se vio en la segunda experiencia sobre el rompecabezas, al-
gunos alumnos pueden establecer que la transformacion que
asocia 8 a 5 es § de, pero ignoran que esa transformacion es
una multiplicacién, como lo es la que asocia 5 a 10.

Esta etapa de identificar y nombrar determinados co-
nocimientos, corresponde a lo que se llama, en la Teoria de
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las Situaciones Didacticas, un trabajo de institucionalizar.
Mediante la institucionalizacién el profesor ayuda a hacer
explicitas nociones que estan implicitas, las nombra, las vin-
cula con otras. Dice G. Brousseau sobre este proceso:

Escoger ciertas preguntas entre las que ya se saben resolver,
ubicarlas en el corazon de una problemdtica que confiere a
las respuestas un estatuto de saber mds o menos importante,
vincularlas a otras preguntas, a otros saberes, constituye a
final de cuentas lo esencial de la actividad cientifica. Este
trabajo cultural e histérico difiere totalmente del que podria
dejarse a cargo del alumno, le corresponde al maestro; no
es el resultado de una adaptacion del alumno (Brousseau,
1998, p. 77).

Cabe destacar la importancia de incorporar este momento en
la clase cuando ya los alumnos han resuelto algunas tareas, y
no al principio (suele suceder que se inician las clases con una
definicidn, seguida de ejemplos y, al final, se plantean ejerci-
cios de aplicacién), porque si se hace al principio se cancela
la posibilidad de que los alumnos identifiquen la necesidad
del conocimiento en cuestion, y se aproximen por si mismos
a este.

Actividad 3.6
Reflexion sobre la institucionalizacion en clase

Trate de recordar algunos ejemplos de cobmo usted ha conducido
momentos de institucionalizacion. Describa uno de esos momentos:
isobre qué conocimiento fue?, ;en qué fase del proceso de ensefianza
de ese conocimiento ocurrid, al iniciar, en varios momentos a lo largo
del proceso, al final?, ;qué destaco?, ;qué dificultades recuerda?, ;como
lo haria si se repitiera y quisiera mejorar? Si responde estas preguntas
en un colectivo, en equipo o en taller, intercambie sus experiencias
con sus companeros.
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El caracter relativo de la validacion empiricay el
necesario trabajo de equilibracion didactica del profesor
PROFUNDIZACIONS

En varias ocasiones en que se ha aplicado la situacion del rom-
pecabezas se observa que, cuando los alumnos emplean un
procedimiento aditivo, el hecho de que las piezas no embonen
no es suficiente para que ellos mismos cuestionen su procedi-
miento. Los alumnos tienden a pensar que midieron mal, o que
recortaron mal, y corrigen eso, o ajustan (recortar un poquito
por aqui, otro poquito por alld) para forzar a que las piezas
embonen. Es frecuente que, en algin momento, se requiera
de la ayuda del docente para que los alumnos consideren la
posibilidad de que su procedimiento es lo que esta mal.

En el andlisis de una de esas experiencias, Sensevy (2011,
pp- 335-341) muestra el caso de un profesor que se acerca a un
grupo de alumnos que no logra reconocer que lo que esta mal
es su estrategia aditiva y sugiere, él mismo, hacer algo distinto
a agregar 3, como puede verse en el siguiente extracto, en las
intervenciones del profesor*”:

1. Profesor: 1,2,3, ;si se afiadio 3 a todos?

2. Alumno(s): bueno, pues si, estd bien

3. Profesor: entonces, ;qué ponemos en duda?
4

Alumno(s): Mmm..., es falso. Mmm...; esta pieza
estd bien!

“o

Profesor: bueno, no lo es porque no forma el rom-
pecabezas correcto

Alumno(s): y aqui eso no da 3
Profesor: sen donde 3?
Alumno(s): aqui eso da 2

Profesor: Mmm... (inaudible) ;3? ;En donde es
3 mds?

o % N
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10. Alumno(s): de cada lado

11. Profesor: si yo fuese ustedes reflexionaria sobre
el método que utilicé, quizds eso es lo que no estd
bien

12. Alumno(s): si

13. Profesor: quizds lo que pasa es que ....ustedes afia-
dieron 3, ;no?, no se equivocaron al recortar, ;de
acuerdo? ;Todo el mundo recorté bien sobre las
lineas?

14. Alumno(s): si

15. Profesor: bueno, entonces tal vez no haga falta
afiadir 3, tal vez haya que hacer otra cosa

Dice Sensevy:

(...) lo que cuenta como una evidencia para el profesor (las
piezas no coinciden), y que proporciona asi una inferencia
pertinente (la estrategia aditiva no es la buena), no consti-
tuye, de ninguna manera, un hecho para los alumnos (...)

En esta situacion, los alumnos deben establecer una
nueva relacién con el milieu*®, ellos deben de una cierta
manera reconocetlo por lo que es. Para eso, deben establecer
una nueva relacion con el «hecho experimental» (las piezas
no coinciden), con la necesidad fisica, y con la necesidad
matemdtica. Esto, no pueden hacerlo solos (...)

El trabajo del profesot, en la accion diddctica conjunta,
juega entonces un rol fundamental en la elaboracion de una
relacion adecuada con el milieu y con sus eventos, que le
permite «resistir» a los hdbitos del contrato diddctico y re-
novarlos.(...) (Sensevy, 2011, p. 339).

A este manejo del grado de «reticencia»*’ del profesor, Sensevy
lo categoriza como «equilibracién didactica».

La equilibracién diddctica juega un rol mayor en el desarrollo
de una situacion adiddctica, ya desde el origen, cuando se
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trata de construir las evidencias como tales. El trabajo del
profesor es entonces decisivo. Es una consecuencia logica del
punto precedente: si las evidencias deben construirse contra el
contrato actual®®, es necesario que el profesor dé a los alumnos
los medios de hacerlo. (Sensevy, 2011, p. 140).

En estas observaciones que hace Sensevy, pueden verse dos
fenémenos didacticos que el investigador destaca. Por un lado,
reafirma el hecho de que la retroalimentacién empirica que
brinda la situacion adidactica no necesariamente va a lograr,
por si sola, que los alumnos abandonen una concepcidn falsa.
Sensevy invita a no caer en una especie de «empirismo» burdo,
en el que los hechos hablan por si solos, independientemente
de cémo los vemos:

Esta «propiedad» de los hechos, la de ser construidos como
tales en un estilo de pensamiento, incita a desmarcarse de una
mitologia de las situaciones adiddcticas en la que los hechos,
justamente, hablan por si solos, y van a poder orientar la
accion de los alumnos. (Sensevy, 2011, pp. 339-340)

Por otro lado, aprovecha esa misma limitacion del medio para
destacar que, en ciertos momentos, el profesor se puede ver
en la necesidad de bajar la intensidad de su reticencia al dar
informacion a los alumnos, es decir, debe aceptar dar cierta
informacion, ciertas ayudas.

PRIMARIAY
Actividad 3.7 SECUNDARIA

Una leccion del libro de texto de primaria

Para cerrar el estudio de la nocion constante de proporcionalidad frac-
cionaria, se presenta una leccion de un libro de texto de sexto grado
de primaria, en la que se puede identificar un acercamiento elemen-
tal a dicha nocion. Después de la leccion se plantean preguntas que
ayudaran a analizarla.
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a) En laleccién aparecen cinco razones que funcionan como cons-
tantes de proporcionalidad. Una es, por ejemplo, « 7000 kg de maiz
por hectarea». Identifique las otras 4 y exprésalas con fracciones.

b) Lasfracciones como razones constantes de proporcionalidad estan
implicitas y la leccion se puede resolver sin hacerlas explicitas.
Proporcione un ejemplo de esto.

¢) Hay una actividad en la que los alumnos podran comprobar que
una razén expresada como «por cada b, a» se puede expresar
también con una fraccién «7 de». Identifiquela.

d) Cabe observar que la leccion aporta un contexto adecuado para
que funcionen razones y/o operadores «en serie», es decir, unos
después de otros. Solamente uno de los problemas requiere que el
alumno aplique varias de las razones (u operadores) para calcular
el dato solicitado. Identifique ese problema, y escriba uno mas.

Tema 2. La division de fracciones y decimales

en el contexto de la escala

La operacioén de division estd muy ligada a la de multiplicacion:
vista como transformacion, es la operacion que «deshace» lo
que hace la multiplicacion; o es la operacion que consiste en
buscar cuanto vale un factor, conociendo el otro factor y el
producto. Al igual que con la multiplicacién, la operacién de
division adquiere propiedades en el conjunto de los raciona-
les que no tenia en el conjunto de los naturales, por ejemplo,
ahora podra ocurrir que el cociente sea mayor que cualquiera
de los factores.

En este apartado se interrumpe por un momento el hilo
conductor de la multiplicacion, para revisar algunos aspectos
delanocién de division de fracciones y de decimales. Se trata
de un tema de secundaria, aunque, como se vera en el aparta-
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do 2.1, hay algunos casos en los que la division de fracciones
es muy sencilla y, sin hacerse explicita, puede abordarse en
primaria.

2.1 Dos casos en los que la division de fracciones
tiene el mismo sentido que la division de

numeros naturales. NV TGN

Actividad 3.8
Problemas que se resuelven con
una division de fracciones

Para cada una de las siguientes operaciones, escriba un problema que
se resuelva con ellas y que incluya cantidades concretas (de peso, dine-
ro, superficie, longitud, entre otras). Observe que en un caso es mucho
mas sencillo hacerlo que en el otro. Analice por qué.

a)2:5= b)

aw
|

wln
1l

Caso 1: El divisor es entero. Los problemas de reparto.

Enla divisién 3 + 5, el divisor es un nimero natural. Siendo asi,
esa division puede asociarse con problemas de tipo reparto,
en los que una cantidad debe subdividirse en cierto nimero
de partes iguales, por ejemplo: un terreno de > de hectarea se
va a subdividir en 5 lotes iguales, ;cuanto medird cada uno?

Lo interesante de los problemas tipo reparto es que los
alumnos que aun no saben dividir fracciones, pueden abor-
darlos con procedimientos personales, y pueden, con un poco
de ayuda, establecer un algoritmo.
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En cambio, cuando el divisor no es entero, por ejemplo,
en la division 2 + 2, la operacion ya no puede corresponder
a un reparto, pues no tiene sentido repartir entre nimeros
no enteros. Es necesario buscar otros contextos en los que la
accién de repartir equitativamente tenga sentido.

Actividad 3.9
Procedimientos informales para dividir
una fraccion entre un numero natural

a) Anote unaforma en que alumnos de sexto grado, que atin no dis-
ponen de un algoritmo para dividir una fraccion entre un natural,
podrian resolver los siguientes problemas:

« Repartir 2 de pizza entre 5. ;Cuénto toca a cada quien?
- = deun terreno se dividira en 3 partes iguales. ;Cudnto medira
cada parte? ;Y si fueran 6 partes?

b) Redacte unaforma de dividir una fraccién entre un niimero natu-
ral, que sea accesible para los alumnos. SEIIVEELVXATE

Actividad 3.10
Otros problemas que se resuelven
con una division de fracciones

Para cada una de las siguientes operaciones, escriba un problema que
incluya cantidades concretas (de peso, dinero, superficie, longitud...)
y observe que en un caso es mucho mas sencillo resolver que en el
otro. Analice por qué.

wln
|
aw
1l
=2
N—r
NM
|
ENE

a)
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Caso 2: El cociente es un numero natural.
Los problemas de agrupamiento.

Ademas de los problemas de reparto, otra familia de proble-
mas que llevan a dividir son los de «agrupamiento», también
conocidos como «de comparacién» o «tasativos». En estos
problemas, se trata, a final de cuentas, de ver cuantas veces
una cantidad «cabe» en otra. Cuando ese niimero de veces es
entero y relativamente pequefio, el problema puede ser bas-
tante simple, pues basta con iterar una de las cantidades hasta
obtener la otra, y contar el nimero de iteraciones, por ejemplo:

sCudntos frascos con 5 de litro de crema se pueden llenar si se
tienen 53 litros?

Dado que con un litro se pueden llenar 4 frascos y con 3 de
litro se pueden llenar 3 frascos, en total se pueden llenar 23.

Si el cociente no es entero, pero es mayor que uno, podria
quedar un residuo. Pero si el cociente es menor a uno, los
problemas dejan de ser sencillos.

Hace falta pensar en un tipo de problema que dé signi-
ficado a cualquier division, y que permita desarrollar una
técnica. Los encontraremos si se considera que la division es
la operacidén inversa de la multiplicacién.

Los problemas que hemos visto hasta aqui son adecuados
para el tercer ciclo de primaria y para secundaria. Los siguien-
tes, son adecuados solamente para secundaria.
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2.2 El caso general: la division, como operacion
inversa de la multiplicacion. NIaUL\IsEVAE

Un significado bésico de la division es el de ser la operacién
inversa de la multiplicacion. La pregunta, ;cuanto es 10 + 2?
Podria contestarse con: «es el numero que multiplicado por
2, es igual a 10».

Puede decirse también: la operacién + 2, «deshace» lo que
hace la operacion x 2.

De igual manera, la pregunta: ;Cudnto es 3 entre 3 ? Podria
contestarse con: «es el numero que multiplicado por £ da 3».

Y

2
[ 3

[CEEN

Pero... ;Cémo encontrar el nimero que multiplicado por 2
da3?

Actividad 3.11
Explorando procedimientos

Explore algunas formas de hallar el nimero que multiplicado por =
REENSOLUCIONARIO
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En las actividades siguientes, se analizaran algunas situacio-
nes para que los alumnos aprendan a calcular el nimero que
multiplicado por una fraccion es igual a otra fraccion.

Para entrar en materia, nos hacen falta dos herramientas.
Una, recordar que un operador multiplicativo fraccionario,
por ejemplo, x 2 puede expresarse como la composicion de
dos operadores: x ; seguido de x 3 (o bien x 3 seguido de
X 7). Aplicado a 60 quedaria como sigue:

La otra herramienta es la que permite establecer el operador
inverso de un operador fraccionario, es decir, el que «deshace»
lo que ese operador hace: el inverso de «x §» es «entre $» 0
bien... «por £». Las lecciones que se presentan en la siguiente
actividad buscan proporcionar esas herramientas. La tercera
leccion lleva a establecer y justificar una técnica general para
dividir fracciones.

SECUNDARIA
Actividad 3.12
Anilisis de lecciones de un libro de texto
sobre multiplicacion y division de fracciones

Destaque cual puede ser el proposito de cada una de las tres lecciones
que se presentan en un libro de texto de segundo grado de secunda-
ria (ver figuras 28, 29, 30, 31, 32 y 33). Para profundizar en algunos
aspectos, trate de contestar las preguntas que se plantean después
de cada leccion.

162




Fracciones y decimales como operadores multiplicativos

Multiplicacién y divisién de fracciones
y decimales

Aprendizaje esperado: Leccion 1. Factores de escala sucesivos
resuelve problemas de
multiplicacién y division ¢ Analiza la informacién y haz lo que se pide.
con fracciones y decimales

Dositivos: Al aplicar el factor de escala 1.5 al dibujo A,, se obtiene el dibujo A,.

Dibujo A, ¢ Al aplicar el factor de escala 2 al
dibujo A,, se obtiene el dibujo A,.

a) Traza los dibujos A, y A, en una
hoja cuadriculada.

b) Averigua qué factor de escala
permite pasar directamente del
dibujo A, al A, sin necesidad

de calcular las medidas de A,
Luego, aplica ese factor a las
medidas de A, y verifica que
las medidas resultantes sean las

I - [ 1y mismas que las del dibujo A, que

° ° trazaste antes.

I —

N S —

N S —

T d
MAS IDEAS ®  Reunete con un compafiero y analicen si usaron la siguiente técnica para pasar
Cuando dos figuras estan directamente del dibujo A, al A,. Si no la usaron, haganlo ahora y verifiquen que
a escala, las medidas de se obtenga el mismo resultado.
los lados de una figura
son proporcionales a las
medidas de la otra y, por Aplicar dos factores de proporcionalidad, n y m, uno después de otro, equivale a
tanto, existe un nimero emplear directamente el factor n x m.

(siempre el mismo), que, al
multiplicarlo por cualquier 1. Trabaja con un compaiiero. Respondan y hagan lo que se pide.
medida de una figura, se
obtiene la correspondiente
medida de la otra. Ese
numero es el factor de
escala o constante de
proporcionalidad.

a) Al aplicar el factor de escala % al dibujo A, se obtiene A,. Al aplicar el factor 2
a A, se obtiene A,.

* Expliquen qué dibujo es més grande: A, 0 A,.

Figura 28. Matematicas 2. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 1,
Leccion 1 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p. 12
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b) Calculen y anoten, en la tabla, las medidas de A, y A,. Consideren como unidad
de medida (u) el lado de un cuadrito de la cuadricula.

Dibujo A, (u) Dibujo A, (u) Dibujo A, ()

Lado a 3
Lado b 6
Lado ¢ ®
Lado d 18
Lado e 2

c) Hagan el dibujo A, en papel cuadriculado.

d) ;Qué factor de escala, aplicado al dibujo A,, permite obtener el dibujo A,?
Anétenlo en el 6valo superior del esquema junto a la tabla anterior.

&  Reunanse con el resto del grupo para validar sus respuestas. Hagan lo siguiente.

* Comparen sus dibujos A,. Si no son iguales, identifiquen la causa. Comenten
si A, es mayor o menor que A, y argumenten por qué.

* Comparen sus respuestas del inciso d) en la actividad 2 y verifiquen que se
relacione con la informacién del siguiente recuadro.

Aplicar los factores - y n, sucesivamente, equivale a usar el factor 4 x n, es de- Tc )
e MAS | Practica la
@, L o
multiplicacion de
Reciprocamente, aplicar el factor 5% equivale a aplicar dos factores uno des- fracciones en www.redir.

pués de otro: & y n. mx/SCMM2-013a.

© 2. Escribe lo que falta.

@, @, D
Chre [itdhrtdn [MOOn [1OsO
@, @,
Chre [iedhrtdhy (MOl [rOsrO

Figura 29. Matematicas 2. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 1,
Leccion 1 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p. 13
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a) Enelinciso 2c se pide que los alumnos tracen en papel cuadricula-
do las figuras. ;Qué funcidn puede tener esta parte de la actividad?
SOLUCIONARIO]

Leccion 2. Factores inversos
o 1.Seaplicé el factor de escala 4 a una figura B, y se obtuvo B,.

a) Se conocen las medidas de B,

pero no las de B,. Calctlalas y
escribelas en la tabla.
factor inverso: aquel que b) ;Qué factor se debe aplicar a la
revierte la accion de otro. figura B, para obtener B ? Anétalo Lado @ a

Por ejemplo, multiplicar

Jemp © en el 6valo inferior de la tabla.
por ¢ revierte la accién

d Itinli p Lado b 1
gemu tip car por \1' c)De manera mas general, si el
viceversa. Es decir, 5y ¢ . Lado ¢ 8
) factor que se aplica a una figura
son factores inversos uno A B
del otro. para obtener' otra es x n, C.cual Lado d 3
es el factor inverso, es decir, el
que aplicado a la segunda figura D
produce la figura original?

® 2. Trabaja con un companero. Anoten los factores que faltan en la tabla.

MAS IDEAS
El inverso multiplicativo

de un nimero es el que 2 ,17, %
multiplicado por él da 1.

Por ejemplo, el inverso 5 %

multiplicativo de £ es 3, [NYEISO

2,3_6_
pues §x 5 =¢ s

Validen sus respuestas de la tabla con el resto del grupo. Después, comenten la
informacién del recuadro.

Para revertir la accién de multiplicar por n, se aplica la operacién inversa: dividir
entre n o, lo que es lo mismo, multiplicar por %

Fi
@ igura C, 3. Al aplicar el factor de escala % a una
figura C,, se obtuvo C,.

2=
. & a) ¢Qué figura es mayor: C, 0 C,?

Lado a 2

Lado b 6 3
* ;Por qué?

Lado ¢ 8

Lado d 4

Lado e 10

b) Se tiene la figura C,, pero no la
figura C,. Calculen las medidas de
C, y escribanlas en la tabla.

Figura 30. Matematicas 2. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 1,
Leccion 2 (Parte I), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p. 14.
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Analicen, en grupo y con ayuda del profesor, la informacién del recuadro, y
usenla para completar la tabla y calcular los factores inversos en los 6valos
inferiores.

Una forma de encontrar las medidas
de G, es aplicar a C, el factor inverso

deZ.
El factor 2 equivale a aplicar su- : :
i actr £ cquivale a5 CFac ] Trarec |
cesivamente los factores ¢ y 2. = =
Por tanto, para “desandar el ca- Lado a 2

mino” basta aplicar los inversos de

Lado b 6

esos factores: 5y 1.
Asi, el factor inverso de % es % Lado ¢ 8
Lado d 4
Lado e 10

e 4. Anota los factores que faltan en los diagramas.

7

YY
DESCUBRO MAS
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 1 Figura 3 A una figura se aplica
el factor 2 y a la figura

resultante se aplica el

AA A AA A
OO 1Ot EEE
decir, 3. ¢La figura final
sera mayor, menor
D O o del mismo tamafio

que la original?

@ 5. Trabaja con un compaiiero. Respondan con base en las actividades de esta lec-
cién y la anterior.

a) ¢Cudl es el factor equivalente a multiplicar por % y después por %?

b) En general, scudl es el factor equivalente a multiplicar por % y luego por ﬁ?

c) ¢Qué le ocurre a una figura al aplicar un factor y después su inverso?

Figura 31. Matematicas 2. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 1,
Leccion 2 (Parte II), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p. 15.
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b) En el punto 2 de la leccién 2, la figura C, se obtuvo al aplicar a la
figura C, el factor 2. Pero la figura cuyas medidas se desconocen
es, esta vez, C,. ;Qué error es previsible que cometan los alumnos
para calcular las medidas de C,?

Leccion 3. Desandar el camino. El factor inverso
y la divisién

® 1. Se muestran tres dibujos: el dibujo original A y los dibujos By C.

Dibujo original Dibujo B Dibujo C

g8
4

a - c
DESCUBRO MAS

E 5 b
Multiplicar por%equlvale e f

a dividir entre... jcuanto?

a) Si el factor de escala % se aplica al dibujo original A, se obtiene el dibujo B.

¢Cudl es el factor de escala que, aplicado a B, proporciona las medidas del di-

bujo original A?

b) Si el factor de escala 3 se aplica a B, se obtiene C.

¢Cudl es el factor inverso de 3?
c) Si el factor de escala % se aplica al dibujo original A, se obtiene C.

¢Cudl es el factor inverso de %?

d) Anota los factores de escala inversos en los 6valos de la parte inferior del
dibujo anterior.

{7} Compara tus respuestas con las del grupo. Comenten la informacién del si-

guiente recuadro.

Figura 32. Matematicas 2. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 1,
Leccion 3 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p. 14.
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Hay dos maneras de revertir la accién de multiplicar un nimero n por %.
Una consiste en multiplicar n por el factor inverso de %, que es %; es decir,

nx %. La otra es recordar que la divisién revierte lo que hace la multiplicacién;
entonces, para revertir n x %, se divide n + %.
Las dos maneras de revertir lo que hace la multiplicacién son equivalentes:
nxt=n:2
De manera general, para dividir un nimero n entre una fraccién %, se puede
multiplicar n por el inverso multiplicativo de la fraccién 4, es decir por 2.

® 2. Resuelve las divisiones como en el ejemplo.

L3_gy 4 2 .9 MAS IDEAS
a)6+I=6x2=%= b)2+==
) 4 373 ) 10 Para encontrar el factor
inverso de un numero
C)%+%= d)10+%=

decimal conviene
escribirlo en forma de
fraccién; por ejemplo,

_2_1
O-Z_E_g-

3. Responde en tu cuaderno. Si el factor de escala x 0.2 se aplica a una figura, jesta
se amplia o se reduce? ;Cudl es el factor reciproco de x 0.2?

4. Resuelve las divisiones.

s01=7-1_
a)7+01=7+4=

b)3+0.25= divisor: en una division,
el nimero entre el que se
divide se denomina divisor.
a+b=c
1. Analiza las técnicas para resolver una division cuando el divisor no es entero. Después, Dividendo Cociente
resuelve, en tu cuaderno, las divisiones que se muestran con el método que prefieras. Divisor
Técnica 1 (solo sirve para dividir decimales)
Multiplicar ambos términos por una potencia de 10 (10, 100, 1000...) para ob-
tener una divisién equivalente (con el mismo cociente), pero con dividendo
y divisor enteros, por ejemplo:
® 1.7 +0.1=17 + 1 (ambos términos se multiplicaron por 10) = 17;
® 3.5+ 0.05 =350 + 5 (se multiplicé por 100) = 70.
Técnica 2 (para fracciones)
Multiplicar el dividendo por el inverso multiplicativo del divisor:
3.2_3,3_9.
*1v3T3%37®
©2:01=2+ % (se convirtié el divisor en fraccién) = 2 x % =2x 10 = 20;
. _ 25 .33 _ 25 100 _25
O O75 = OEB = & i = e K e = ’
MAS IDEAS
1.1 2.3 1 Para ciertos casos
a) s+ b) £+ = c) 1.5+0.5 d) =+0.2
274 31 5 particulares, hay formas
L1 1. 100 . 3. simples de resolver una
€) 5+ 3 f) 10 © 125 9) 2+0.25 h) 5701 division; por ejemplo, se
1.1
L2 1 44 ) 3 puede saber que 5 + 7 =
i) 373 V5+% k) 0.5+10 Nol+g 2 al observar que % “cabe”
exactamente dos veces
m1t+1 n) 1.7 +0.28 0) 0.025 +0.005 end.

Figura 33. Matematicas 2. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 1,
Leccion 3 (Parte I1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p. 17.

168




Fracciones y decimales como operadores multiplicativos

¢) Enesta leccion se plantea un razonamiento matematico dificil de
seguir para los alumnos: si dos operaciones permiten obtener, cada
una por su lado, el inverso de un numero, esas dos operaciones son
equivalentes. ;Como podria ayudar a los alumnos a comprender
este razonamiento?

Actividad 3.13

Analisis de lecciones de un libro de texto
sobre multiplicacion y division de decimales

Las siguientes actividades son adecuadas para realizar un trabajo
de afirmacion en el nivel de secundaria. Se recomienda resolverlas
y, después, contestar las preguntas que se plantean al final de cada
leccion.

169




Mds de uno, pero menos de dos

Problemas de divisién con decimales

Leccion 74. POT cada multiplicacién, dos divisiones

Aprendizaje esperado: @
Resuelve problemas de
multiplicacion con fracciones
y decimales, y de division con
decimales.

N

1. Con la siguiente informacién se pueden plantear tres problemas: uno de multi-
plicacién y dos de divisién.

Dato 1
Ernesto da doce
pasos.

Dato 2
Cada paso
mide % m.

Dato 3

En total,
Ernesto avanza
9m.

a) Para plantear los problemas, basta con proporcionar dos datos y preguntar
por el tercero. Si se dan los datos 1y 3, y se pregunta por el 2, se obtiene este

problema:

¢ Al dar doce pasos, Ernesto avanza 9 m. ;Cuanto mide cada paso?

¢ Resultado: cada paso mide % m. Operacién: 9 + 12 = %

b) Escribe los otros dos problemas en tu cuaderno.

. Anota, en tu cuaderno, los tres problemas que se obtienen al preguntar por cada

uno de los datos de cada inciso. Resuélvelos y anota el resultado y la operacién.

a)/

Dato 1
Luis reparte
tres pasteles.

N

/

Dato 2
Luis reparte los
pasteles entre

/

Dato 3
A cada amigo le
corresponden %

\ cuatro amigos. \ de pastel.
Dato 1 Dato 2 Dato 3
El auto recorrié El combustible El auto

N

S

425.6 km. del auto rinde consumi6 24.32
\ \ 17.5 km por litro. \ L de gasolina.
° - Dato 1 - Dato 2 - Dato 3
El frasco de me- Una dosis es El frasco rinde
dicina contiene de 0.5 dL. 24 dosis.
\ 12 dL. \ \
d) - Dato 1 - Dato 2 Dato 3
El factor de Unlado A dela Ellado A’ de la
escala es % ﬁgura original copia mide 3 cm.
mide 4 cm.

S

Figura 34. Matematicas 1. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 23,
Leccion 74 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p 162.
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% Con tus companeros, revisa los problemas que elaboraron y hagan en grupo lo
siguiente.

¢ En cada uno de los problemas, analicen si se entiende el planteamiento
y lo que se pregunta.

¢ Verifiquen si en cada inciso efectuaron tres problemas: uno que se re-
suelve con multiplicacién y dos con divisién.

* Identifiquen al menos una divisién cuyo cociente sea mayor que el divi-
dendo y al menos una multiplicacién cuyo producto sea menor que uno
de los factores.

® 3.Formula un problema con cada operacién. Procura que se relacione con una .
ormura Ui provema co P B MAS IDEAS
situacion de la vida cotidiana.
12+4=3
a)18+10=0.18 Dividendo Co
Divisor
MAS IDEAS
3x4=12
Factores Proi
b) 0.25+0.05=5
MAS IDEAS

Cuando el divisor es
numero natural, por
ejemplo, el 10 del inc
a), pueden plantears:
problemas de reparti
una cantidad en part
) 25x0.1=25 iguales. Pero cuando
divisor es decimal, cc
en el inciso b), deber
explorarse otro tipo
relaciones, por ejemg
ver cuantas veces un
cantidad es igual a o

d)5.2x2=104

% En grupo y con ayuda del profesor, valida que los problemas que plantearon se
resuelven con las operaciones indicadas.

Figura 35. Matematicas 1. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 23,
Leccion 74 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p 163.
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En la leccion anterior se plantean multiplicaciones y divisiones de nu-
meros decimales, pero no es necesario resolverlas, pues ya se cuenta
con el resultado. Entonces, ;cual puede ser el prop6sito? SeINVEEI:[e)

Leccion 76. Multiplicaciones que achican, divisiones
que agrandan

® 1. Relnete con un comparfero. Jueguen al laberinto contra otra pareja.

Reglas

Ambas parejas empiezan el juego con 100 puntos.

Cada pareja traza, en su laberinto, un camino continuo desde la salida
hasta la meta.

Deben efectuar cada operacién con los puntos que tienen hasta ese mo-
mento; el resultado de la operacion sera el nuevo puntaje con que conti-
nuaran su camino.

No se puede pasar dos veces por una misma operacion.

Pueden usar calculadora.

Gana la pareja que llegue con mas puntos a la meta.

MAS IDEAS 100
Una regla para hacer

el juego mas retador es

que las operaciones se

A x2 +2
resuelvan sin calculadora.
+01
x 10 +0.100
x 0.01 x0.19
+ 100 x 0.2
s x05
+001 +05
Meta

& En grupo, analicen algunos juegos ganadores. Determinen qué pareja obtuvo el
mejor puntaje. Revisen si es posible lograr uno mayor y expliquen por qué.

Figura 36. Matematicas 1. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 23,
Leccion 76 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p 166
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® 2. Jueguen ahora con el siguiente laberinto. Las reglas son las mismas de la activi-
dad anterior.

% En grupo, discutan cudl es el mayor puntaje posible. Anoten sus conclusiones
en su cuaderno.

Taller de matematicas

J 1. Completa el diagrama con las palabras mayor o menor. Después, ejemplifica cada caso.

MAS IDEAS
menores que 1, Algunas de las
propiedades de la
multiplicacion y la division

Multiplicacién

mayores que 1, .
v g Si ambos factores son...

ue se ejemplifican en el
el producto es el producto es g Jemp

que cualquiera de los que cualquiera de los diagrama no valen para
factores. factores. los nimeros negativos.

En cursos posteriores
aprenderas por qué.

Division

R, menor que 1,
Siel divisor es... ki

mayor que 1,

el cociente es el cociente es
que el dividendo. que el dividendo.
Ejemplo 1: Ejemplo 2:
Ejemplo 3: Ejemplo 4:

Figura 37. Matematicas 1. Secundaria. Conecta Mas. Secuencia 23,
Leccion 76 (Parte 1), Block, Garcia y Balbuena, 2018, p 167.

173




Mds de uno, pero menos de dos

Esta leccion destaca ciertas ideas que se tienen de la multiplicacion
y de la division en los nimeros naturales, que ya no se cumplen
en el conjunto de los decimales. ;Puede decir qué ideas son esas?

Tema 3. La multiplicacion de fracciones y decimales

en el calculo del area del rectangulo

Para concluir, se estudiara la nociéon de multiplicacidon de
fracciones desde los problemas de productos de medidas,
especificamente el calculo del area de un rectangulo. Este
acercamiento se puede considerar como un complemento del
anterior (la fracciéon como operador multiplicativo), y puede
abordarse antes o después de aquel.

Como se adelantd en la introduccién, se estudiaran dos
aspectos. Por una parte, la interpretacion clasica del producto
de dos fracciones como el area de un rectangulo cuyos lados
miden esas fracciones. Esta interpretacion permite justificar
el algoritmo para multiplicar dos fracciones.

Después, abordaremos un problema, tomado de una se-
cuencia desarrollada por Régine Douady (1980) que consiste
en aproximar las medidas de los lados de cuadrados y de rec-
tangulos, para que tengan un area dada. Este acercamiento nos
llevara a la puerta de entrada de unos nuevos numeros, los
irracionales, los cuales no se pueden expresar con decimales,
pero si se pueden aproximar.
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3.1 Del area de un rectangulo cuyos lados miden
fracciones, al algoritmo de la multiplicacion
PRIMARIA Y SECUNDARIA

Actividad 3.14
Desarrollo del algoritmo de la
multiplicacion de fracciones

En la actividad 3.2 se vio un primer acercamiento al algoritmo de la
multiplicacion, en el contexto de fracciones de vueltas alrededor de
un circuito que mide algunos kildbmetros y fraccion. Ahora se vera un
segundo acercamiento en el contexto del area del rectangulo.

A continuacion se presentan tres actividades; las de los incisos a
y b son problemas para los alumnos. Se trata de calcular el perimetro
y el area de varios rectangulos. Si los alumnos aun no saben multi-
plicar fracciones, pueden hallar el area calculando areas parciales del
rectangulo y luego sumandolas. Mediante actividades como estas, los
alumnos pueden llegar a establecer el algoritmo de la multiplicacion.
La actividad del inciso c solo es para el docente. Se sugiere que haga
las tres actividades.

a) Dibujar cinco rectangulos diferentes que tengan un lado de 2 2
centimetros. Para cada uno calcular el perimetro y el area (en caso
de plantear la actividad a un grupo de alumnos, se puede dar una
medida distinta a cada alumno).

b) Dibujar cinco rectangulos cuyo perimetro sea de 6 cm y calcular
el area de cada uno.

¢) Explique un procedimiento para calcular el area de un rectangulo
cuyos lados miden, 3 de unidad y 2 de unidad, sin usar el algoritmo
de la multiplicacion de fracciones. Explique como se puede inferir
dicho algoritmo.
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3.2 Aproximaciones al area de un rectangulo mediante
decimales. EXCEIFZYAIN STNGIXITY

Actividad 3.15
Rectangulos con un area dada

En esta actividad, se enfrenta el problema de hallar rectangulos que
tengan un area dada o que se aproximen a esa area. El problema im-
plica multiplicar fracciones y decimales que arrojen cierto resultado
o que encuadren nimeros inalcanzables con fracciones y decimales.

En una hoja de papel cuadriculado, de preferencia papel milimé-
trico, trace los dos ejes de un sistema de coordenadas. Cada punto del
plano representara un rectangulo, las coordenadas del punto repre-
sentan las dos dimensiones del rectangulo: largo y ancho.

Ubique algunos puntos de color, de la siguiente manera:

+ Puntos verdes. Corresponden a las areas menores que 24.
+ Puntos negros. Corresponden a las areas iguales a 24.
+ Puntos rojos. Corresponden a las areas mayores que 24.

]
1 L
.E
5 .G A
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L] ]
E
-]
L] -] LLi] 15 20 25 0
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Observe que los puntos negros (que corresponden a los rectangulos
de area 24) forman la frontera entre los puntos rojos y los verdes.

Trace una vertical que pase por cualquier abscisa, por ejemplo, 4.
Observe que en esa vertical hay un solo punto negro: (4, 6). Debajo
de ese punto, los puntos son verdes, y arriba son rojos. Ubique uno
de cada color, anote sus coordenadas.

De igual forma, sobre cada horizontal, solo hay un punto negro,
por ejemplo, en la horizontal que pasa por la ordenada 12, el punto
negro es (2, 12). A la izquierda de la linea, los puntos son verdes, a la
derecha son rojos.

Encuentre el punto negro, que tiene por abscisa 7.

Encuentre los puntos negros que tienen por abscisa: 2, 5, 8, 10,
24, 30.

En esta actividad fue posible encontrar las medidas de los lados
de rectangulos, que dan un area dada. Las medidas fueron nimeros
naturales o fracciones. En la actividad siguiente aparece una nueva
dificultad...

Actividad 3.16
Rectangulos de area 27 unidades

« Ahoralos puntos negros corresponderan a rectangulos de area 27.
Ubique algunos puntos verdes, negros, y rojos. Anote sus coor-
denadas.

+ ;Hay entre los rectangulos de area 27 uno que sea cuadrado?

+ Busque cuadrados cuya area sea lo mas préxima posible a 27.

+ Observe que es mas facil usar fracciones decimales para «encua-
drar» la medida del lado del cuadrado cuya area se aproxima a
27, por ejemplo,

S+t =<\27<5+=

+ Repita la actividad ahora con rectangulos de area 23 y 35. Utilice

notacion decimal y calculadora para facilitar los calculos.
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Los numeros decimales, para aproximar a
los ntimeros reales TENNZXGIO

Enla actividad anterior los numeros decimales se usaron para
aproximar medidas que no se pueden expresar de manera
exacta con ninguna fraccién (como el numero que multipli-
cado por si mismo da 27, es decir, V27). Esas medidas son
ntimeros irracionales.

Otros dos ejemplos muy conocidos de nimeros irracio-
nales son: la medida de la diagonal de un cuadrado cuyos
lados miden una unidad (o sea, la raiz de 2) y el nimero que
multiplicado por el didmetro de un circulo, da como resultado
la circunferencia (Pi).

Los niimeros irracionales, junto con los racionales, forman
al conjunto de los numeros reales. Se pone asi de manifiesto
la especificidad de los decimales que es ser «aproximaciones
técnicamente practicas de los reales» (Douady, 1980).

Aqui termina este viaje a través de la ensefianza de las frac-
ciones y los decimales en la educacién basica. En el trayecto
usted seguramente comprobd que se trata de un tema con
numerosas conexiones con otros —sobre todo con temas de
proporcionalidad y de medicién— y con varias entradas posi-
bles. Son nociones que se aprenden y fortalecen durante toda
la educacién basica y mds alla. Se espera que, con la experien-
cia que usted tiene como docente, al estudiar este material, se
sienta mejor armado para analizar, adaptar y mejorar las pro-
puestas didacticas que se ofrecen en este y en otros materiales.

178



Solucionario

Capitulo 1. Las fracciones y la division

Actividad 1.5
iSe puede repartir entre 3 partes mediante biparticiones?

Una demostracion es la siguiente: para que, del total de pedacitos ge-
nerados por biparticién, digamos 2" pedacitos (2, 4, 8, etc.), se pueda
tomar exactamente 3, es necesario que 2" sea divisible entre 3. Para ello,
seria necesario que entre los factores en los que se puede descomponer
2", hubiera un 3, y sin embargo no es asi. En la descomposicion de 2"
en factores primos, solamente hay factores «2». Esta demostracion,
basada en la descomposicion en factores primos, es similar a la que
se propone para ver qué fracciones son decimales y cuales no, en el
apartado « ;Como saber si una fraccion tiene una equivalente decimal
0 no?», del tema 5, del capitulo 2, del volumen 1.

Actividad 1.6
Analizar una leccion de un libro de texto

Inciso A
Si se quiere averiguar cuantos alfajores de los 9 por repartir, le toca a

cada uno de los 3 nifios es suficiente dividir 9 entre 3 y obtener la res-
puesta 3 alfajores. Para 6 nifios se podria pensar que, al doble de nifios,
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le correspondera la mitad de lo que le tocaba en el reparto anterior,
o sea la mitad de 3 que es «un alfajor y medio». La relacion inversa,
«si hay mas nifios le tocan menos alfajores», es muy importante en
fracciones. También se puede pensar —sin recurrir a la relacion ante-
rior— que se puede entregar 1 alfajor a cada nifio y alin quedarian 3
para repartir entre los 6 nifios, y podria recurrirse a dividir los alfajores
por la mitad y entregar una de ellas a cada nifio, o sea que recibira
finalmente un alfajor y medio, que es el mismo resultado obtenido con
la forma de distribucion anterior. Si se reparten ahora los 9 alfajores
entre 4 nifos sera necesario recurrir a la particion de uno o varios
alfajores en 4 partes iguales.

INCISO B

Puede observarse que, a partir del inciso 2b, todas las tareas del ejercicio
2 corresponden a las mismas cantidades de alfajores y de nifios. En el in-
ciso 2b se contintia con la situacion de repartir 9 alfajores entre 4 nifios,
pero ahora se pregunta si la respuesta «a cada nifio le corresponden 2
alfajores y la cuarta parte de otro», es correcta. Se trata de validar la
respuesta, es decir, averiguar si esa es la respuesta correcta o no. ;Por
qué se puede considerar como otro tipo de tarea? Justamente porque
es una pregunta de validacion y porque habilita un procedimiento
diferente: los alumnos pueden averiguar si 4 veces esa cantidad per-
mite obtener los 9 alfajores que habia. Esta forma de razonar permite
vincular la division con la multiplicacion, aunque todavia los alumnos
estén trabajando con dibujos y sumas. También podrian encontrar la
cantidad de alfajores que le tocan a cada nifio y compararla con la res-
puesta dada. Ambos procedimientos son interesantes e importantes.

En el inciso 2¢ se proporcionan tanto las cantidades involu-
cradas (9 alfajores, 4 nifios), como la respuesta, esto es, la cantidad
que le corresponde a cada nifio (2 y 7). ;Cudl es la tarea entonces?
Se puede observar que, hasta este momento, las fracciones involu-
cradas en las tareas habian estado escritas con letras: «2 alfajores y
la cuarta parte de otro». Ahora la tarea es: escribir con nimeros
esa cantidad. Otra escritura que puede aparecer es, por ejemplo:
Tttt oot
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Una tarea bastante diferente a las anteriores es solicitar que se
explique qué reparto se habra realizado si a cada nifio le tocd 5 + % (in-
ciso 2d). Se espera que se interprete la escritura numeérica en relacion
con la situacion y el tipo de reparto y no con el valor numérico de la
expresion. Por ejemplo = puede corresponder a partir cada uno de 8
alfajores en 2 partes iguales y por lo tanto a cada nifio le correspondera
4 medios, y luego se parti6 el ltimo alfajor en 4 partes iguales, y a cada
nifio le tocd ademas un cuarto.

Una de las ideas centrales de estas actividades es la de equivalencia
de expresiones fraccionarias, por ejemplo, en el inciso 3c aparecen 6
escrituras aditivas, de las cuales 3 son correctas y 3 incorrectas.

Actividad 1.7
iCual de dos repartos arroja pedazos mas grandes?

Los primeros dos alumnos (Itzel y Arturo), intentan ver cuanto le toca
a cada nifio, en cada reparto. Después intentan comparar esos valores
unitarios. Los alumnos que, como estos dos, hicieron esto, expresan los
resultados de los repartos con fracciones verbales (no las escriben), pe-
ro casi todos resuelven la comparacion en el nivel de la representacion
grafica, lo cual es dificil pues las fracciones 5 y > son muy proximas.

Las otras dos alumnas (Nancy y Adriana) logran hacer la compa-
racion sin hacer los repartos y por lo tanto sin saber qué porcion toca
a cada nifio. Lo hacen generando el reparto «2 pasteles, 6 nifios» que
es equivalente al reparto de la mesa E (1 pastel, 3 nifios), y que tiene
el mismo numero de pasteles que la F, lo que permite comparar. iEs
un procedimiento muy econémico!

Actividad 1.9
Otra vez: ;de qué tamaiio era el entero?

INCIso A
2 . .
La barra que se ve corresponde a 5 del entero. Se necesita determinar
5 . . . 1 ,
el entero, esto es, los 7. Para ello, conviene averiguar primero ¢, y asi,
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luego, se podria encontrar la unidad, multiplicando por 5. Al dividir la
barra que se muestra entre 2 (ya sea el total de cuadritos, o bien partirlo
alamitad, con relacion al dibujo) se determina ¢, el cual luego, repetido
5 veces, darfa la unidad. Es decir,  tiene 18 cuadritos, entonces 5 tiene
9 cuadritos, y el entero, 0 sea £ tiene 45 cuadritos. Un error previsible
es que los alumnos consideren que la barra que se ve es el entero.

Cuando ya se sabe que el chocolate entero tiene 45 cuadritos, se
puede pensar en la segunda pregunta: ;Solamente hay una solucion?
Puesto que hay mas de una multiplicacion que da 45, hay mas de una
solucion: 3 x 15, pero también 9 x 5, aunque cambie la forma de la
barra.

INCISO B

La porcién que se da es 15 del entero, esto es 5. Entonces 5 de la barra
tiene 24 cuadritos entre 4, que son 6 cuadritos. La barra completa
esta formada por 3, por lo tanto tiene 6 cuadritos por 3, es decir, 18
cuadritos.

INCIsO €

Hay infinidad de posibilidades: 2 chocolates entre 3 nifios, 4 chocolates
entre 6 nifios, 6 chocolates entre 9 nifios, etc.

El problema es dificil, no obstante, se puede plantear a alumnos de
tercer ciclo de primaria, o en secundaria. ;Cémo podrian resolverlo?
Una posibilidad es por ensayo y error, en el nivel concreto: ;se habra
repartido una barra entera entre 27 Se puede observar rapidamente
que no, midiendo el largo de la barra en cuadritos y dividiendo entre
2, o bien, repartiendo una barra entre dos. Se sigue probando con
otras posibilidades, ya sea en el nivel concreto (repartiendo barras
enteras), o solo a nivel numérico, considerando que la barra entera
tiene 24 cuadritos y la porcion tiene 16 cuadritos. Un obstaculo por
franquear consiste en considerar la posibilidad de repartir varias barras
enteras y no una sola.
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Otro procedimiento, es el llamado «por conmensuracion». Es
poco probable que surja espontaneamente, lo mostramos porque es
en si interesante. Se basa en lo siguiente:

Si se pudieran juntar todos los chocolates que se repartieron, por un
lado, y todos los pedazos que fueron repartidos, por otro, se deberian
obtener dos cantidades de chocolate iguales.

Entonces, se pueden yuxtaponer barras enteras y porciones hasta
lograr que coincidan las dos longitudes. La primera coincidencia ocu-
rrird con 2 barras enteras y 3 porciones, por lo tanto se puede decir
que se repartieron 2 barras enteras entre 3 nifios.

Si se siguen repitiendo las barras enteras, se obtendra otra coinciden-
cia en 4 barras enteras y 6 porciones. Se puede inferir que hay mas
coincidencias posibles.

Una vez que los alumnos resolvieron el problema a través de algiin
otro procedimiento, se les puede mostrar este procedimiento como
una manera mas de hallar el resultado.

Actividad 1.11
Aproximaciones al cociente

INCISO A

Tres de los caminos fueron:

Procedimiento 3:m +n=mveces (1 +n)=mx+="=
Procedimiento 4:m + n =2 . p =T

n

Procedimiento 5: m + n = cociente decimal = fraccion
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INCISO B

Favorecio, en alguna medida, procedimientos como el de considerar
que en 4 pasteles entre 5 nifos, les toca 4 veces lo que les tocaria si
solamente hubiera un pastel (entre los mismos 5 nifios).

INCIso €

Algunas de las ocasiones en las que se hace uso, de manera implicita,
de la definicion de fraccion como cociente son:

« Cuando se ensefa a pasar una fraccion a expresion decimal, divi-
diendo numerador entre denominador, por ejemplo, para pasar
2 a expresion decimal se hace 5 + 8 = 0.625

+ Cuando se usa la barra de la fraccion para indicar division, por
bxh
2

ejemplo, al expresar formulas como la del area del triangulo:

De lo anterior no se desprende que «no se deba hacer » el uso implicito
referido, pero si, al menos, informar a los alumnos que se trata de una
relacion (entre fraccion y division) que ain no se ha justificado y que
posiblemente mas adelante estudiaran.

Actividad 1.12
Dos maneras de presentar un problema.
:Se obtiene el mismo problema?

INCIsO A

Se acaba de ver que la division de a unidades entre b tiene como co-
ciente a la fraccion % de unidad. Reciprocamente, se infiere que, si a
cada uno le tocaron § de unidad, entonces se repartieron a unidades
entre b. En particular, si a cada nifio le tocaron 7 de galleta, el reparto
pudo ser de 2 galletas entre 3 nifios.
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Pero hay otras respuestas posibles. Si consideramos la equivalencia

= =2, podrfamos decir que se repartieron 4 galletas entre 6 nifios. Y asi,

3
cada fraccion equivalente a = da lugar a otro reparto posible.

:Como podrian resolver el problema alumnos de sexto grado de
primaria o primer grado de secundaria? Es muy probable que ellos no
apliquen de entrada el conocimiento que usamos aqui (que la division
de a entre b es ). Empezaran haciendo una busqueda por ensayo y
error, proponiendo nimeros de galletas y de nifios y verificando cada
vez si el reparto da los 5. Después de esta bisqueda, puede ser opor-
tuno recordarles la posibilidad de usar el hecho de que la division de
a unidades entre b es ; de unidad.

INCIsO B

En problema de la actividad 1.9c¢, se tiene una representacion grafi-
ca de las cantidades fisicas entero y pedazo, pero no la fraccion del
entero que representa el pedazo. Por lo tanto, el problema 1.9c tiene
algo que facilita, la representacion grafica, pero algo que dificulta: no
hay niumeros.

Actividad 1.14
iExisten fracciones mayores que &
pero menores que 3?

INCIsO A

En el episodio pueden verse dos dificultades. Por una parte, los alum-

. ,oe . s 11 1 1
nos tienden a proponer unicamente fracciones unitarias (— Y

2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’
mostrando que estas son las que dominan mejor, en comparacion

con las no unitarias.
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INCISO B

El otro problema que se vislumbra, aunque ain no de manera muy

clara, es el de la densidad. Los alumnos no muestran seguridad de que
. 1 1 . .7 .

entre las fracciones 7 y + exista otra fraccion. En efecto, si solamente

existieran las fracciones unitarias, serfa cierto que entre  y + no habria

ninguna fraccion.

Actividad 1.15
;Por qué 5 unidades entre 7 es  de unidad?

INCISO B

El cociente a unidades entre b es igual a a veces el de 1 unidad entre b.
Dado que el cociente de 1 unidad entre b es ; de unidad, el cociente de
a unidades entre b debe ser a veces 3 de unidad, esto es, § de unidad.
La clave estuvo en pasar por la division de una sola unidad.

Actividad 1.16
{En cuantos pedazos dividir cada unidad
para que al dividir esa cantidad de
pedazos entre 9 no sobre ninguno?

Un ejemplo de residuo: si se divide cada una de las 9 unidades entre 5,
se obtienen 45 quintos. Estos 45 quintos se dividen entre 7 para ver el
tamano de cada paso, y se obtienen % por paso, pero queda un residuo
de Z. Si se dan pasos de ¢ de unidad, en 7 pasos se llega a 7, es decir,
8 = unidades y no a 9 unidades.

Para que no quede un residuo, el numero de partes en que se
divide cada unidad debe ser el mismo nimero de pasos, es decir, el
divisor, que en este caso es 7.
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Actividad 1.17
Réplica de un procedimiento y justificacion

INCIsO B

Una posibilidad es explicar algebraicamente el procedimiento que se
presento.

O
|
1
ol
|
S
1
<
1l
S

Por ejemplo, explicar estos pasos:

« Al dividir a unidades en b partes, se obtienen a por b partecitas
. b .
de 7 es decir, en total % de unidad.
. ab . a
« Al repartir 7 entre b, toca justamente a cada uno ;.

Actividad 1.18
¢Hay un namero entre 1.1.y 1.2?

Primera pregunta: ;Hay o no un nimero comprendido entre 1.1y 1.2?
Si, hay infinitos. Por ejemplo: 1.11

Segunda pregunta: ;El cociente de dos nimeros naturales siempre se
puede expresar de manera exacta mediante un decimal?

No. Los Unicos que se expresan de manera exacta con un decimal
son los que corresponden a fracciones decimales. Para mas informa-
cion, consulte al apartado «;Como saber si una fraccion tiene una
equivalente decimal o no?» en el tema 5 del capitulo 2 del volumen .

Veamos dos ejemplos.

iEl cociente 15 + 12 se puede expresar de manera exacta con un
decimal?

15+ 12es(3x5)+ (3 x4).El3seeliminayquedas + 4.

4 si es divisor de una potencia de 10, es divisor de 100 (4 x 25 =
100). Entonces la division 5 + 4, es equivalente a la division 125 + 100,
y esigual a 1.25.
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En cambio, el cociente de 2 + 3 no se puede expresar con un deci-
mal finito de manera exacta, pues 3 no es divisor de una potencia de 10.

2 + 3 =0.666... (ver el tema 5 del capitulo 2 «Los decimales y la
medida», del volumen ).

Actividad 1.19
Diferencias entre el problema de repartir pasteles,
y el de hallar el tamano del paso de los robots.

INCIsO A

Un procedimiento para la division a unidades entre b que se identificd
en los dos contextos es:

Particion de las a unidades en b partes, para obtener ab pedacitos de
N b . - .
tamano % (en total ¢ pedacitos) y luego dividirlos entre a. Por ejemplo,

para 3 unidades entre 5:3u + 5=Cu+5="Fuy =2y

INCISO B

{Qué diferencias hay entre los procedimientos propiciados en ambos
tipos de problemas?

+ Enel reparto de pasteles, aparece frecuentemente la particion de
las unidades en 2" (2, 4, 8...).

+ En el contexto de los pasos de los robots aparece con frecuencia
la estimacion de una medida, y su ajuste mediante sumas iteradas.

+ Laidea de dividir y obtener un cociente decimal aparecié mucho
mas en el contexto de los robots que en el de los pasteles.

La variable didactica que explica estas diferencias es el tipo de mag-

nitud. Ver el apartado «Variable diddctica, descontextualizacion,
transferencia ».
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Capitulo 2. Las fracciones en el papel de razones

Actividad 2.2
Comparaciones cualitativas de razones

INCiso ¢

En el inciso c la naranjada A tiene el doble de vasos de agua que una
naranjada B, pero menos del doble de vasos de jugo que la B, por lo
tanto, B tiene un sabor mas fuerte. Por ejemplo, A (4 de agua, 5 de
naranja) y B (2 de agua, 3 de naranja).

Actividad 2.6
Razonamientos de alumnos |

INCISO A

En la pareja que gener6 Adriana para la huerta «Sonora» (por 21, 14)
se recogen mas naranjas y le dan menos que en la pareja que genero
para la huerta «Vista Hermosa» (por 20,18).

Para ver con mas claridad el razonamiento anterior, vamos a ex-
presar las relaciones de orden que subyacen, con las fracciones que
corresponden a las razones: sean n = naranjas recogidas y m = naranjas
ganadas, si n, es < n, pero m, > m, entonces j> < n=.

Un ejemplo de resolucion similar al de Adriana, con otras huertas
Xy, es el siguiente:
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5 3 13 7
10 6 26 14
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25 15
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En la huerta X por menos naranjas recogidas que en Y (25 < 26), dan
mas (15 > 14), por lo tanto, conviene X.

Finalmente, usando un término comun, se tiene que por 65 na-
ranjas que recojas, en la huerta X dan 39, mientras que en la huerta
Y dan 35.

INCIsO B

La verificacion empirica puede consistir en llevar a cabo los intercam-
bios para una cantidad supuesta de naranjas. Dicha cantidad debe ser
multiplo de las cantidades de naranjas recogidas para evitar dificulta-
des con los residuos, por ejemplo, para comparar el trato « por cada
6 naranjas recogidas se dan 2» con el trato «por cada 10 naranjas
recogidas, se dan 3», se pueden aplicar ambos tratos a 30 naranjas.
Hacer esta verificacion algunas veces, ayudara a los alumnos a entender
cdmo funcionan los tratos. No obstante, esta manera de verificar es
provisional, pues se podria cuestionar: para 30 naranjas el mejor trato
fue «por cada 6, 2 », pero, ;o sera para cualquier otra cantidad? ;Cémo
estar seguros? A mediano plazo, sera necesario desarrollar argumentos
mas potentes, y las fracciones pueden ser utiles para ello.

Actividad 2.7
Comparaciones sin hacer calculos

+ Competencia 1: la rana verde da saltos de una unidad, y la morada
de mas de una unidad.

» Competencias 2 y 3: las dos parejas tienen un término comun.
En la segunda competencia las ranas dan la misma cantidad de
saltos, pero diferente recorrido, por lo tanto, gana quien llegue mas
lejos. En la tercera competencia tienen el mismo recorrido, pero
diferente nimero de saltos, asi que gana la que dé menos saltos.

« Competencia 4: la rana verde avanza mayor distancia en un nu-
mero menor de saltos que la morada.
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Actividad 2.8
Razonamientos de alumnos Il

Los tres alumnos observan que la rana verde avanza mas distancia y en
menos saltos que la otra. A Rachid le resulta dificil expresarlo.

Actividad 2.9
Razonamientos de alumnos Il

La maestra hizo uso de una herramienta didactica que consistio en
solicitar a los alumnos otros ejemplos (pares de datos) cuando con-
siderd que habian llegado a una conclusion errénea. Esperaba que en
algin momento propusieran un contraejemplo y, al no obtenerlo,
lo propuso ella misma: con el par 50 metros, 13 saltos vs 2 metros, 3
saltos, esperaba poner en evidencia que era errbneo tomar en cuenta
solo uno de los términos.

En lo que respecta a los alumnos, se ve como Miguel, a partir
de observar la comprobacién empirica de las condiciones que puso
para que el salto fuera mas grande, reformulé sus ideas. Primero dio
importancia solamente a la cantidad de saltos, pero una vez que surgio
un ejemplo en el que no se obtuvo el resultado esperado, agregd otra
restriccion: que el salto deberia ser mayor que la unidad. Poco a poco
elabord su regla.

Actividad 2.11
Dos usos, dos significados de las fracciones

La diferencia més importante es que, en «me comi 5 de naranja» la
fraccion expresa una cantidad, y en «les estan dando 5 », expresa una
relacion entre dos cantidades, entre la cantidad de naranjas que le dan
respecto de las que recoge.
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Actividad 2.13
Anticipar como resolverian los alumnos |

a) Completa los datos que faltan.

Chicos | Tir6 | Encesto Fra.caon del total d €
tiros que encesto

Alberto 12 6 3
Mary 24 8 %
Manuel 25 10 %
. 2
Valeria 21 14 3
Tatiana 24 16 é
Daniel | 20 12 z

b) Ubicaalosjugadores, indicando quiénes son los mejores y quiénes
los peores encestadores al aro.

5to lugar | 4to lugar 3er lugar | 2dolugar | 1erlugar

Valeriay

Mary Manuel Alberto Daniel Tatiana
1 2 X 3 2
3 5 2 5 3

Actividad 2.16
:{Como organizar el cierre de la actividad?

Para el cierre se podrian realizar dos tareas: 1) analizar, con todo el gru-
po, las parejas de datos como las enunciadas por Byron, y comprobar,
para cada una, que es posible comparar el desempefio de la escuela
correspondiente, con las otras escuelas, y 2) comprobar que todas las
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parejas de datos que enunci6 Byron (30 de 70, 300 de 700, 3000 de
7000), corresponden a escuelas con la misma calidad de desempefio.

Actividad 2.17
¢{Qué y como institucionalizar al término de la clase?

Hay una diversidad de aspectos que podrian retomarse en una puesta
en comun, por lo que no hay «una manera correcta». Se destacaran
aqui solamente un par de ideas que aparecieron en la clase, y que por
su importancia seria conveniente compartir.

La primera idea subyace a la propuesta de Byron de la posibilidad
de formar parejas de cantidades cuya razon es =: 3 de 7, 30 de 70, 300
de 700. Dado lo crucial de esta reflexion desde el punto de vista del
significado de la fraccion como expresion de una razén entre cantida-
des, valdria la pena insistir en ella, por ejemplo, mediante preguntas
como: «;es correcto lo que propone Byron?», «jpodrian dar otras
cantidades que guarden esa razon?», « ;jpodemos saber cual de esos
pares de cantidades es el que corresponde a la escuela E? ». Los alumnos
probablemente contestarian la ultima pregunta negativamente: « no
podemos saber, de esos pares de cantidades, cual es el de la escuela
E», y entonces, la pregunta importante a realizar seria, « jafecta eso la
comparacion con las otras escuelas? Es decir, ;si las cantidades fueran
3 aprobados de 7, la escuela E quedaria mejor situada en su desem-
pefo que si las cantidades fueran 300 y 7007 ». El proposito es que los
alumnos se den cuenta de que, en todos los casos, la razén es 2 y por
lo tanto, el lugar que tendria la escuela E en el ordenamiento de las
escuelas es el mismo en todos los casos. En sintesis, las cantidades no
importan, sino la razon entre ellas. Al final, el docente puede hacer
explicitas estas consideraciones en calidad de cierre.

Ademas de lo anterior, para los alumnos que no pudieron desarro-
llar un procedimiento de solucion, seria provechoso que se socializaran
al menos dos de los procedimientos.
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Capitulo 3. Fracciones y decimales como

operadores multiplicativos

Actividad inicial

Hay varias interpretaciones posibles de lo que dice Elodie. Una es que,
dado que hay una disminucion de la cantidad (2 de 12 es 9), ella intuye
que se hace una resta (finalmente «se quita»  de 12). En efecto, pasar
de 12 a 9 no parece tener nada que ver con multiplicar.

Otrainterpretacién podria ser que esté pensando en 12 — 2, como
si= de 12 tuviera el sentido de «quitar 2 de unidad a 12 unidades », en
cuyo caso la respuesta seria 11 unidades.

Cabe observar que en la primera interpretacion (3 de 12 = 9), la
unidad a la que aplica el 2 es 12. Se trata de una unidad compuesta
por 12 unidades simples. ,

En cambio, en la segunda interpretacion (< de 12 = 112), la frac-
Ci6n = se esté aplicando a la unidad simple y no a la compuesta.

Asi, ademas de la dificultad de entender qué tiene que ver aqui la
multiplicacion, se asoma otra dificultad: saber a qué unidad se refiere
la fraccion.

Actividad 3.1
Analisis de una leccion de un libro de texto sobre
la multiplicacion de fracciones (parte ).

INCISO A

A de vuelta le corresponden 3 de 60 km. Para obtener 7 de 60 km los
alumnos pueden partir de su conocimiento de « fraccion de unidad »:
obtener en primera instancia 3 de 60 dividiendo 60 entre 5,y después
multiplicar ese resultado por 2.

Para obtener 0.25 veces 60 km, pueden representar el nimero 0.25

en forma fraccionaria, ya sea =, o bien, 1.
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INCIsO B

Los alumnos no necesitan conocer el algoritmo convencional de la
multiplicacion de fracciones, ni el de decimales. Se espera que se den
cuenta de que el resultado de multiplicar 60 por un multiplicador
menor que uno, por ejemplo 3, arroja un resultado menor que 60,
mientras que, si el multiplicador es mayor que uno, el resultado es ma-
yor que 60. Para llevar a cabo estas inferencias, es bueno que recuerden
todo el tiempo que multiplicar, por ejemplo, 3 por 60 significa obtener
= de 60, y entonces, dividiran 60 entre 3 y tomaran 2 partes. Se reco-
mienda hacer una puesta en comun a la mitad de los ejercicios y ayudar
a los alumnos a recordar el procedimiento explicado anteriormente
que consiste en fijarse si el multiplicador es mayor o menor que 1.

Actividad 3.2
Analisis de una leccion de un libro de texto sobre
la multiplicacion de fracciones (parte Il)

INciso A

{Qué se mantuvo y qué cambid en la estructura del contexto y en
los datos numéricos en esta leccion en comparacion con la anterior
(leccion 9)? Se mantuvo la misma estructura: una relacion de propor-
cionalidad entre un conjunto de multiplicadores variables (« nimeros
de vueltas del trenecito») y un conjunto de distancias. La medida del
circuito es la constante de proporcionalidad, pero ahora esa medida
es una fraccion (= de hm). Esto permite generar multiplicaciones de
una fraccion por una fraccion.

INCiso B

En el inciso 1a de la leccién, los alumnos deben calcular cuanto es ¢
de = de hectémetro, pero ain no saben multiplicar fracciones. ;Cé6mo
pueden resolver esta multiplicacion?
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Saben que 7 es la cuarta parte, y que eso se obtiene dividiendo en-
tre 4. Deben ya saber dividir una medida fraccionaria entre un nimero
natural (dividiendo el numerador, o multiplicando el denominador),
pero es probable que no lo recuerden. En el recuadro de la izquierda
de la leccion 10 se da un breve recordatorio.

Por otra parte, es posible que algunos alumnos propongan conver-
tir los hectdmetros a metros, para entonces resolver el problema asi:

1vuelta=40m

< vuelta=20m

Zvuelta=10m
La resolucion es buena, sin embargo, dado que interesa estudiar la
multiplicacion por fracciones, sera necesario pedir a los alumnos que
hagan una segunda resolucion, sin convertir a metros.

Actividad 3.5
Situacion del rompecabezas, en un
grupo de sexto grado de primaria

INciso A
Algunos procedimientos son:

« encontrar el valor unitario (en la primera experiencia, 120 1.75y
en la segunda 12 0 1.6);

+ identificar el incremento relativo (3 de cada 4 en la primera expe-
riencia, 3 de cada 5 en la segunda);

+ la composicion de dos operadores enteros, uno que divide, uno
que multiplica —(+ 4 x 7) o bien (+ 5 x 8)—;

- determinar el operador multiplicativo ¢ (también llamado factor
de proporcionalidad), ya sea directo o bien, centrado en el incre-
mento (x + 2x).

Se busca propiciar este ultimo procedimiento: el operador multipli-
cativo (x 2,0 x 1.75; X ¢, 0 X 1.6).
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INCIsO B

Las expresiones del operador multiplicativo que aparecieron fueron las
siguientes (la escritura en lenguaje algebraico no es de los alumnos).

- x—=>x+2dex
Cada medida mds % de si misma

¢ Xx>(x+5)x8
Es que es como la escala (...), queremos pasar por uno (dibuja un
cuadrado pequeio, luego uno grande (...) necesitamos la escala de
uno para luego pasar a la que quieras.
Todo se divide entre 5 y el resultado es un quinto, y luego por 8.

+ x—>2x (un alumno)
(El alumno no dice explicitamente esta idea, queda implicita en las
operaciones «dividir entre 5 y multiplicar por 8»).

« x> 1.6x
Un centimetro del original vale 1.6 centimetros en el rompecabezas
que se va a reproducir.

INCiso C

La multiplicacién de una medida M por una fraccion § puede inter-
pretarse como:

« dividir la medida M entre b y luego multiplicarla por a.

o bien.
« encontrar la medida que corresponde a M en una relacion en la
a
que a 1 le corresponde :
a
15
a
M= xM
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Inciso D
Algunos errores...

+ El masimportante es el procedimiento aditivo.

+ Los alumnos se dan cuenta del error de varias maneras: una, al
armar el rompecabezas y ver que se deforma; otra, al observar que
ados lados del cuadrado les corresponderian medidas diferentes.

INCISO E

Los alumnos no reconocen aun la operacién de «obtener ¢ de» como
multiplicacion.

INciso F

A diferencia del rompecabezas con varias piezas, si se usa una sola

pieza, por ejemplo, un rectangulo, podria no notarse a simple vista
cuando, debido a un error, este se deforma.

Actividad 3.7
Una leccion del libro de texto de primaria

INCISO A
Las otras cuatro razones son:

+ «3 kg de harina por cada 5 kg de grano» (la cantidad de harina es
igual a la cantidad de grano por %);

+ «5kilogramos de masa por cada 2 kg de harina» (la cantidad de masa
es igual a la cantidad de harina por < o por 23);

+ «7 kg de tortilla por cada 10 kg de masa» (la cantidad de tortillas es
igual a la cantidad de masa por %);
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« «1 kg de tortillas por $4.50» (en este caso, por tratarse de dinero,
lo mas practico es usar decimales: el precio por kilo de tortilla es de
$4.50 o, considerando que un kilo son aproximadamente 37 tortillas,
el precio por tortilla es $0.12).

INCIsO B

Por ejemplo, para calcular cuantos kilogramos de harina corresponden
a 100 kg de grano de maiz, y sabiendo que con 5 kg de maiz se producen
3 kg de harina, se puede averiguar que 100 kg es 20 veces 5 kg, y por lo
tanto le corresponden 20 veces 3 kg de harina (20 veces es una razén
interna que se conserva).

Maiz ‘ Harina
s | 3
x 20 ‘ x 20
100 | 60

INCIso C

En el punto 1 de la leccién se menciona que «con 10 kilogramos de
masa, se producen aproximadamente 7 kilogramos de tortilla». En el
punto 5 esta relacion se expresa con una fraccion: «La cantidad de
tortillas es = de la cantidad de masa».

INCIsO D

Se trata del problema 3c. Le corresponde el renglon d) en la tabla.
Para calcular cuantos kg de tortilla se obtienen con 100 kg de maiz, es
necesario calcular primero cuantos kg de harina se obtienen (60kg);
luego, cuantos kg de masa se obtienen (150 kg) y finalmente cuantos
de tortillas (105 kg). Las cantidades coinciden con las que se calcularon
antes, pero esto, de entrada, no lo saben los alumnos.
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INCIS

Actividad 3.9

Procedimientos informales para dividir una
fraccion entre un numero natural

OB

S

N

Una forma de dividir = de un entero
entre 5, consiste en sombrear  de un
rectangulo, al hacer una particion ver-
tical...

... luego, con lineas horizontales, dividir
la superficie ya sombreada en 5 partes y
marcar una.

Finalmente, dividir el altimo cuarto
del entero en 5 partes, para ver a qué
fraccion de unidad corresponden los
pequefios cuadritos (veinteavos).

Este procedimiento puede dar lugar a una generalizacion, si se aplica
varias veces: para dividir una fraccion entre un nimero entero, se puede
multiplicar su denominador por el nimero entero.

£

Con respecto al segundo problema del inciso a): la division . entre
3 constituye un caso facil, pues el numerador (6) es mdltiplo del divisor
(3): basta con dividir el numerador entre 3, lo cual puede ser ademas

bastante intuitivo.
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Actividad 3.11
Explorando procedimientos

Una forma de encontrar el nimero que multiplicado por < es igual a
2 consiste en utilizar la propiedad segun la cual, si se multiplican los
dos miembros de una igualdad por una misma cantidad, se genera una
nueva igualdad. Entonces, si multiplicamos por el operador inverso =
los dos miembros de la igualdad 5 x x = , se genera una nueva igual-
dad, y observe lo que ocurre:

2 x

4 ’

nla
w|N

XX =2x

0 o5y 2 2 o
25 X X==x7,ycomo 3 esigual a 1, entonces,

x =2 x = (aqui se puede observar que dividir entre una fraccion equi-
vale a multiplicar por la inversa),
10 _ 5

i =Sx2_10_3
Finalmente,x==>x3=5=3

’ R 4 2
Por lo tanto, < es el nimero que multiplicado por ¢ da 3.

Sin embargo, este camino descansa en un dominio de propiedades
que los alumnos del nivel basico no suelen tener. Es, ademas, un razo-
namiento en el nivel numérico, que deja de lado los contextos, en los
que la division cobra ciertos significados.
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Actividad 3.12
Analisis de lecciones de un libro de texto sobre
multiplicacion y division de fracciones

INCISO A

Entre otras cosas, al trazar las figuras pueden verificar si fue correcta
su anticipacion de qué figura, A1 o A5, saldria mas grande.

INCISO B

Es previsible que los alumnos no se den cuenta de que necesitan el
factor inverso y cometan el error de aplicar el factor .

INCISO €

Una forma de ayudar consiste en proporcionar ejemplos que los
alumnos puedan resolver de las dos maneras, aun sin saber dividir
fracciones, para que vean que se verifica la equivalencia, por ejemplo,
multiplicar por 5 y dividir entre 2; ambas arrojan el mismo resultado
siempre, y ambas «deshacen » la multiplicacion x 2, por lo tanto, son
equivalentes. También puede mostrar, con apoyo de un poco de al-
gebra, que cuando dos expresiones arrojan el mismo resultado para
muchos nimeros, puede «sospecharse» que son equivalentes, por
ejemplo, las expresiones 2(a+b) y 2a + 2b. Decimos « puede sospe-
charse», porque para estar seguros haria falta hacer una demostracion.

Actividad 3.13
Analisis de lecciones de un libro de texto sobre
multiplicacion y division de decimales.

LECCION 74

El proposito es contribuir a elaborar significados para la multiplicacion
por nimeros no enteros.
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LECCION 76

Se trata de cuestionar la idea de que dividir siempre achica y multiplicar
siempre agranda.

Actividad 3.14
Desarrollo del algoritmo de la
multiplicacion de fracciones

INCiIso €

Una forma de calcular el area de un rectangulo de > por 2 es la siguiente:

— A

alw

Area = < de unidades cuadradas

Al calcular algunas areas mas, cuyos lados midan fracciones de unidad,
se podra inferir que: 1) la superficie queda dividida en un nimero de
partes que es igual al producto de los denominadores de las fracciones,
y 2) el nimero de partes que corresponden al resultado, es el producto
de los numeradores. De donde el siguiente algoritmo:

% de unidad x % de unidad = ;- de unidad cuadrada.
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Actividad 3.15
Rectangulos con un area dada

Representacion grafica de areas de rectangulos mayores, menores e
iguales a 24:

"
-
=t
'
o1
E

. . 24
La ordenada del punto negro que tiene por abscisa 7, es =, puesto
24 .
que 5 x 7 = 24;
% es la medida de un lado del rectdngulo cuyo otro lado mide a.
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10
11
12

Ver Block, Mendoza y Ramirez, 2010.

Ver Bock, Martinez y Moreno, 2013.

Ver Brousseau, 2000.

Maestro y Doctor en Educacion con especialidad en Educaciéon Matemati-
ca, ha sido profesor de educacién primaria, de bachillerato y formador de
profesores; es autor y coautor de articulos y libros sobre la ensefianza de
las matematicas. Actualmente coordina el Doctorado en Desarrollo Educa-
tivo con Enfasis en Formacion de Profesores de la Universidad Pedagégica
Nacional en la region Noreste de México.

Finalmente, estd la definicion de los niumeros racionales como clases de
equivalencia de parejas ordenadas de niimeros enteros, la cual no revisa-
remos aqui.

La denominacidn de «fracciones comunes» no aporta al concepto de
fraccion, solo se usa para precisar que se esta hablando de fracciones en
general, y no a un tipo de fracciones en particular.

Tomado de Dévila, 1992, pp. 37 y 38.

Tomado de Block y Solares, 2001, p. 22.

Recordemos que entre los tipos de problemas que implican dividir, se
pueden distinguir los de reparto, que consisten en dividir una cantidad
en cierto numero de partes iguales y determinar de qué tamaiio es una
parte, y los de agrupamiento en los que se dan dos cantidades, y se ne-
cesita averiguar cudntas veces cabe una en la otra, o cuantos grupos de
cierta cantidad se pueden formar con la otra. Por ahora nos ocuparemos
solamente de los problemas de reparto.

En la Introduccién de este libro se comento el origen de este término.
Davila, 1992.

Esta evolucion fue estudiada por Piaget, Inhelder y Szeminska, 1960.
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Algunos nifos, entre los mas pequefios, consideraron que, silos pedazos se
volvian a acomodar devolviéndoles su forma original, entonces las superfi-
cies dejaban de ser iguales. Estos nifios, dice Davila (1992), probablemente
no son aun «conservadores de drea». Esa limitacion desapareceria mas o
menos pronto, con el desarrollo de los nifios.

La cantidad de nifios entre los que hace el reparto es una variable diddctica.
En el Volumen I de esta obra se da la siguiente definicion: Se llama variable
didéctica a «aquellas condiciones que pueden variar a voluntad del docente
y que, segun los valores que toman, modifican el conocimiento necesario
para resolver la situacién.» (Fregona y Orus Baguena, 2011, p. 30)

Para la realizacion de esta actividad se contd con la generosa colaboracién
de Irma Saiz.

Block, 2006a.

Solares, 2005; Block y Solares, 2001.

El texto completo del articulo de Block y Solares 2001 est4 accesible en
internet.

En este procedimiento se puede ver la puesta en marcha de un sistema de
medicién «binario» basado en el mismo principio que el decimal: asi como
en el sistema decimal cualquier medida puede ser aproximada mediante
fracciones decimales (del tipo mim, como %) en el binario, las medidas
se aproximan mediante fracciones del tipo z—r:n (por ejemplo 2, 0 sea ).
Laactividad implicaba, ademas de hallar la medida del paso de cada robot,
redactar un mensaje dirigido al constructor de robots, en el que le darfan
las instrucciones para hacer robots con el tamaio de paso requerido.

El recorrido, compuesto de varias operaciones, es largo, y la explicacion
es de indole algebraica:a + b= + h =4 =4

Tanto la cantidad de pastel como la longitud de un paso son magnitudes
continuas, (a diferencia de las discretas, como una bolsa con canicas), pero
la magnitud «pasteles» se presenta subdividida en unidades (cada pastel
es una unidad), como si fuera discreta, mientras que la longitud del paso
no se presenta asi.

En una secuencia de situaciones disefiada de Guy Brousseau, se introduce
la nocién de fraccién directamente como cociente, sin pasar por la de
partes de unidad. Se trata de una secuencia experimental interesante, pero
dificil de ser implementada en las clases debido a que es muy distinta de
las opciones conocidas por los docentes, e implica comprometerse con
esa propuesta durante un buen periodo de tiempo, esto es, no se trata de
una situacion aislada, sino de un proyecto de largo plazo. Dicha secuen-
cia puede consultarse en Brousseau, Brousseau y Warfield, (2004) o, de
manera resumida, en el texto de Centeno (1997).

Alumnos de primer grado de secundaria. Tomado de Sosa y Block (2019,

p- 6).
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Notas

Tomado y adaptado de Block, Mendoza, y Ramirez (2010, p. 67).

En la Teoria de las Razones y Proporciones, la proporcién es una igual-
dad de dos razones. Pero hoy en dia, el lenguaje comuin ha adoptado el
término como sindnimo de razoén, por ejemplo, en expresiones como «esa
proporcion de azucar es muy grande». En el presente texto usaremos la
palabra razén.

Inhelder y Piaget (1955) consideraron que es aproximadamente a los 12
anos de edad, que los nifios empiezan a hacer razonamientos correctos,
poniendo en juego multiplicaciones y no sumas. No obstante, estas con-
sideraciones son relativas. Se ha visto que en situaciones mas accesibles
que las que us6 Piaget, los alumnos pueden desarrollar razonamientos
correctos mucho antes de esa edad (Levain, 1997). Es bueno saber, de
cualquier forma, que la capacidad plena para hacerlo, toma varios afios
en desarrollarse.

La secuencia de situaciones construida por G. Brousseau para la construc-
cion del operador multiplicativo fraccionario y decimal, esta basada en
un contexto de escala (Brousseau, 1981). También se puede ver una parte
de esa secuencia en (Block, 2008).

Eugéne Comin desarroll6 una secuencia didéctica en el contexto ludico
de familias con distintas cantidades de ratones que se reparten semillas,
se trata de ver si los repartos fueron justos (Comin, 2003).
Antiguamente se llamaba el exponente de la razon (e.g., Dalmau, 1938,
p.163 citado en Bosch, M., 1994, p. 172).

La justificacion de esta fusion radica en la evolucién del conocimiento
matematico mismo. Los matematicos de la antigua Grecia no considera-
ban nimeros mas que a los naturales. Los nimeros que hoy conocemos
como los racionales positivos, eran expresados como razones de niime-
ros enteros (por ejemplo, % era expresado como 3 es a 5). Los nimeros
irracionales, como V2 fueron desarrollados varios siglos més tarde. Sin
embargo, los matematicos griegos lograron identificar razones de can-
tidades de magnitud a las que corresponden valores irracionales, como
la razén que guarda la circunferencia con el radio (m). En esos casos, se
comprende que las razones hayan sido muy necesarias. Pero, conforme se
fueron desarrollando nuevos conjuntos numéricos, resulté mas practico
expresar una razoén con un numero.

Sin olvidar que el valor de una razon también puede ser un niimero natural.
Tomada de un trabajo de investigacion (Block, 2006a y 2008).

Tomada de Block (2021), Block y Martinez (1999) y Block y Reséndiz
(2006).

Para ampliar este tema pueden consultar los textos: Ramos y Block (2016),
Block (2006b) y Block (2021).

Ejemplo recopilado de Block (2008).
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Usamos el signo = para indicar aproximadamente igual, o «casi igual».
Ver Sosa y Block (2019).

Alumno de la experiencia «Diario de fracciones» en Sensevy, 1996, p. 24.
Freudenthal propone el contexto de «vueltas a una llave» y sugiere empezar
con fracciones mixtas, como «2 ; vueltas» (Freudenthal, 1983, pp. 165-168).
Un resumen de dicha secuencia se encuentra en el texto de Block, 2008.
La secuencia completa puede estudiarse en Brousseau, 1981 y también en
la coleccioén de cuatro articulos publicados en inglés por Guy Brousseau,
Nadine Brousseau y Virginia Warfield (2004, 2007, 2008 y 2009).

La clase se realiz6 en un grupo de sexto grado de una escuela primaria de
la Ciudad de México, en el marco del proyecto de tesis doctoral de David
Block, en junio y julio de 1995.

Esta escritura no es de los alumnos.

Es probable que este tipo de definiciones, mediante la idea de razon, date
de la época de Euclides. Tiempo después, en el siglo VII, Al Khwarizmi
define la multiplicacién de esta manera, definicién que subsistié hasta
finales del siglo XIX y principios del XX, en los textos de aritmética.
Traduccion del autor.

Palabra francesa que significa «medio», es concepto fundamental y com-
plejo (con varios significados) de la Teorfa de las Situaciones Didacticas.
Grosso modo puede decirse que refiere a la problematica con la que inte-
ractiia una persona, un alumno en este caso, que asume lograr un objetivo,
por ejemplo averiguar un dato o ganar un juego. Las instrucciones que se
le dan, y la manera en que las comprende, le dan forma al medio; incluye
también a los objetos materiales disponibles y a los otros participantes,
cuando estdn involucrados de algiin modo. Se busca que el conocimiento
matemdtico que interesa que los alumnos aprendan, sea necesario en ese
medio para lograr el objetivo.

Recuérdese que en la situacion adidéctica, tedricamente el profesor debe
evitar guiar el proceso, dar ayudas. A esto Sensevy lo llama «reticencia
del profesor», reticencia a dar informacion, ayuda, etc.

Se refiere al modelo aditivo que siguen los alumnos.

Estas expresiones algebraicas se usan aqui para comunicar al docente, en
sintesis, una forma de establecer el operador. Queda a criterio del profesor
de secundaria, en funcién del avance de su grupo en el uso de expresiones
algebraicas, si vale la pena o no introducirlo.
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